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LICEO SCIENTIFICO 2019 - PROBLEMA 2 
 

 
 

a)  
 

 
 
L’unità di misura di a è: secondo (s) (per coerenza da 𝑡2 + 𝑎2 ). 

Per cercare l’unità di misura di k ricaviamolo dalla formula data: 

𝑘 =
𝐵√(𝑡2 + 𝑎2)3

𝑡𝑟
 . 𝑄𝑢𝑖𝑛𝑑𝑖 𝑙𝑒 𝑑𝑖𝑚𝑒𝑛𝑠𝑖𝑜𝑛𝑖 𝑑𝑖 𝑘 𝑠𝑜𝑛𝑜: 

 

[𝑘] =
[𝐵][𝑡]3

[𝑡][𝐿]
=

[𝐵][𝑡]2

[𝐿]
 , 𝑞𝑢𝑖𝑛𝑑𝑖: 

 

L’unità di misura di k è:  
𝑇𝑒𝑠𝑙𝑎∙𝑠𝑒𝑐𝑜𝑛𝑑𝑜2

𝑚𝑒𝑡𝑟𝑜
=

𝑇∙𝑠2

𝑚
 . 

 

Il campo magnetico presente nel condensatore è dovuto alla “corrente di spostamento” generata dalla 

variazione del flusso del campo elettrico (legge di Ampère-Maxwell). 

 

Il campo elettrico è perpendicolare alle armature e diretto verso l’armatura negativa. Il campo magnetico è 

tangente alla circonferenza C in ogni punto ed è diretto in modo tale che la normale alla superficie 

racchiusa da C sia diretta come il campo elettrico �⃗� : �⃗� ⊥ �⃗�  . 
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b)  
 

 
 
 

Essendo B costante in ogni punto di C, si ha: 

 

𝐶(�⃗� ) = 2𝜋𝑟 ∙ 𝐵 =
2𝜋𝑘𝑟2𝑡

√(𝑡2 + 𝑎2)3
 

Detta 𝑖𝑆 la corrente di spostamento (l’unica presente nel condensatore), si ha: 

 

𝐶(�⃗� ) = 𝜇0 𝑖𝑆 = 𝜇0 (𝜖0

𝑑Φ(�⃗� )

𝑑𝑡
) 

Quindi: 

 

𝑑Φ(�⃗� ) =
𝐶(�⃗� )

𝜇0𝜖0
∙ 𝑑𝑡 =

2𝜋𝑘𝑟2

𝜇0𝜖0
∙

𝑡

√(𝑡2 + 𝑎2)3
∙ 𝑑𝑡 

 

Integrando: 

 

Φ(�⃗� ) =
2𝜋𝑘𝑟2

𝜇0𝜖0
∫

𝑡

√(𝑡2 + 𝑎2)3
∙ 𝑑𝑡 =

2𝜋𝑘𝑟2

𝜇0𝜖0
∫𝑡 ∙ (𝑡2 + 𝑎2)−

3
2 𝑑𝑡 =

2𝜋𝑘𝑟2

𝜇0𝜖0
∙
1

2
∫2𝑡 ∙ (𝑡2 + 𝑎2)−

3
2 𝑑𝑡 = 

 

=
𝜋𝑘𝑟2

𝜇0𝜖0
∙
(𝑡2 + 𝑎2)−

1
2

−
1
2

+ 𝐶 = −
2𝜋𝑘𝑟2

𝜇0𝜖0
∙

1

√(𝑡2 + 𝑎2)
+ 𝐶 = Φ(�⃗� ) 

Per trovare il valore della costante C osserviamo che se 𝑡 = 0 𝑠𝑖 ℎ𝑎 Φ(�⃗� ) = 0 , 𝑞𝑢𝑖𝑛𝑑𝑖 (𝑒𝑠𝑠𝑒𝑛𝑑𝑜 𝑎 > 0): 

 

0 = −
2𝜋𝑘𝑟2

𝜇0𝜖0
∙

1

√𝑎2
+ 𝐶, 𝑑𝑎 𝑐𝑢𝑖:  𝐶 =

2𝜋𝑘𝑟2

𝜇0𝜖0
∙
1

𝑎
 

 

Il flusso del campo elettrico attraverso la superficie delimitata da C è dato quindi da: 

 

Φ(�⃗� ) = −
2𝜋𝑘𝑟2

𝜇0𝜖0
∙

1

√(𝑡2 + 𝑎2)
+

2𝜋𝑘𝑟2

𝜇0𝜖0
∙
1

𝑎
=

2𝑘𝜋𝑟2

𝜇0𝜖0
(

−1

√(𝑡2 + 𝑎2)
+

1

𝑎
)   𝑐𝑜𝑚𝑒 𝑟𝑖𝑐ℎ𝑖𝑒𝑠𝑡𝑜.  

 

Calcoliamo ora la d.d.p. tra le armature del condensatore. Risulta: 

 

𝑉 = 𝐸 ∙ 𝑑, 𝑒𝑑 è  Φ(�⃗� ) = 𝐸 ∙ 𝑆 = 𝐸 ∙ 𝜋𝑟2, 𝑞𝑢𝑖𝑛𝑑𝑖:  𝐸 =
Φ(�⃗� )

𝜋𝑟2
=

2𝑘

𝜇0𝜖0
(

−1

√(𝑡2 + 𝑎2)
+

1

𝑎
) , 𝑞𝑢𝑖𝑛𝑑𝑖 
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𝑉 = 𝐸 ∙ 𝑑 =
2𝑘𝑑

𝜇0𝜖0
(

−1

√(𝑡2 + 𝑎2)
+

1

𝑎
). 

 

Al trascorrere del tempo si ha: 

 

lim
𝑡→+∞

𝐵 = lim
𝑡→+∞

𝑘𝑟𝑡

√(𝑡2 + 𝑎2)3
= lim

𝑡→+∞

𝑘𝑟𝑡

𝑡3
= lim

𝑡→+∞

𝑘𝑟

𝑡2
= 0+ 

 

Il modulo del campo magnetico tende ad annullarsi col trascorrere del tempo. 

 

Giustificazione dal punto di vista fisico: 

 

Al tendere di t all’infinito il valore di E tende ad essere costante (
2𝑘

𝜇0𝜖0
∙
1

𝑎
), quindi la corrente di 

spostamento tende ad annullarsi e ciò significa che B tende ad annullarsi. 

 

c) 

 

 
 

𝒚 = 𝒇(𝒕) =
−𝒕

√(𝒕𝟐 + 𝒂𝟐)𝟑
, 𝒄𝒐𝒏 𝒂 > 𝟎;     𝑭(𝒕) =

𝟏

√𝒕𝟐 + 𝒂𝟐
−

𝟏

𝒂
 

 

Per dimostrare che F(t) è una primitiva di f(t) è sufficiente dimostrare che 𝐹′(𝑡) = 𝑓(𝑡), ∀𝑡 ∈ 𝑅. 

 

𝐹′(𝑡) = 𝐷 [(𝑡2 + 𝑎2)−
1
2 −

1

𝑎
] = −

1

2
(𝑡2 + 𝑎2)−

3
2(2𝑡) =

−𝑡

√(𝑡2 + 𝑎2)3 
= 𝑓(𝑡),   𝑐. 𝑣. 𝑑. 

 

Risulta poi 𝐹(0) = 0 : quindi F è la primitiva di f il cui grafico passa per l’origine.   

 

Studiamo ora la funzione: 

 

𝑦 = 𝐹(𝑡) =
1

√𝑡2 + 𝑎2
−

1

𝑎
 

 

Dominio: R; la funzione è continua su tutto R. 

 

Intersezioni con gli assi: (0;0). 

 

Simmetrie notevoli: 𝐹(−𝑡) = 𝐹(𝑡): F è pari, quindi il suo grafico è simmetrico rispetto all’asse delle 

ordinate. 

 

Limiti: 

lim
𝑡→±∞

𝐹(𝑡) =0 −
1

𝑎
= 0:  𝑦 = −

1

𝑎
 𝑎𝑠𝑖𝑛𝑡𝑜𝑡𝑜 𝑜𝑟𝑖𝑧𝑧𝑜𝑛𝑡𝑎𝑙𝑒 𝑝𝑒𝑟 𝑡 → ±∞  

Essendoci asintoto orizzontale per 𝑡 → ±∞ non possono esserci asintoti obliqui; e siccome la funzione è 

continua su tutto R non possono esserci asintoti verticali. 
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Derivata prima: 

 

𝐹′(𝑡) = 𝑓(𝑡) =
−𝑡

√(𝑡2 + 𝑎2)3
> 0  𝑝𝑒𝑟 𝑡 < 0: 

 

F è crescente per 𝑡 < 0 e decrescente per 𝑡 > 0: 𝑡 = 0 è un punto di massimo relativo (ed assoluto), con 

ordinata 𝐹(0) = 0: la funzione non ha minimi (né assoluti né relativi) ma solo un massimo relativo (ed 

assoluto). 

 

Derivata seconda: 

𝐹′′(𝑡) = 𝑓′(𝑡) = ⋯ =
2𝑡2 − 𝑎2

√(𝑡2 + 𝑎2)5 
≥ 0   𝑠𝑒  𝑡2 ≥

𝑎2

2
,   𝑡 ≤ −

𝑎

√2
  𝑣𝑒𝑙  𝑡 ≥

𝑎

√2
, 𝑞𝑢𝑖𝑛𝑑𝑖: 

il grafico di F volge la concavità verso l’alto per  𝑡 < −
𝑎

√2
  𝑒   𝑡 >

𝑎

√2
  e verso il basso per  

−
𝑎

√2
< 𝑡 <

𝑎

√2
∶    𝑥 = ±

𝑎

√2
= ±

√2

2
𝑎        𝑝𝑢𝑛𝑡𝑖 𝑑𝑖 𝑓𝑙𝑒𝑠𝑠𝑜. 

 

I due flessi hanno la stessa ordinata 𝐹 (±
√2

2
𝑎) = ⋯ =

√6−3

3𝑎
;   𝐹1 = (−

√2

2
𝑎;

√6−3

3𝑎
) , 𝐹2 = (

√2

2
𝑎;

√6−3

3𝑎
).  

 

La pendenza delle rette tangenti nei flessi è data dal coefficiente angolare delle tangenti in essi, che si 

calcola mediante la derivata prima: 

 

pendenza della tangente in 𝐹1:   𝐹
′ (−

√2

2
𝑎) = 𝑓 (−

√2

2
𝑎) = ⋯ = −

2√3

9𝑎2 

pendenza della tangente in 𝐹2:   𝐹
′ (

√2

2
𝑎) = 𝑓 (

√2

2
𝑎) = ⋯ =

2√3

9𝑎2 

 

Grafico della funzione F: 

 

 
 

d) 
 

 
 

Deduciamo il grafico di f da quello di F (si tratta di dedurre dal grafico di una funzione, 𝐹, il grafico della 

sua derivata 𝐹′(𝑡) = 𝑓(𝑡)). 
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• Per 𝑡 < 0 𝐹 è crescente quindi 𝐹’ = 𝑓 > 0; per 𝑡 > 0  𝐹 è decrescente quindi 𝐹’ = 𝑓 < 0.  

Per 𝑡 = 0 F ha un massimo, quindi, essendo derivabile, 𝐹’(0) = 𝑓(0) = 0. 

 

• Avendo F asintoto orizzontale per 𝑡 → ±∞, risulta: lim
𝑡→±∞

𝐹′(𝑡) = 0∓ = lim
𝑡→±∞

𝑓(𝑡) = 0∓ 

 

• 𝐹’’ = 𝑓’ > 0 per 𝑡 < −
𝑎

√2
  𝑣𝑒𝑙  𝑡 >

𝑎

√2
 : f crescente; 𝐹’’ = 𝑓’ < 0 per −

𝑎

√2
< 𝑡 <

𝑎

√2
 : f decrescente: 

f ha un punto di massimo relativo (ed anche assoluto) in 𝑡 = −
𝑎

√2
 ed un minimo relativo (ed anche 

assoluto) in 𝑡 =
𝑎

√2
 . 

 

• Abbiamo già osservato che nei punti di flesso di F la funzione f ha un massimo ed un minimo. 

 

Il grafico di f è quindi del tipo seguente: 

 
 

Ricordiamo che F è una primitiva di f e che, essendo F pari, f è dispari; pertanto l’area della parte di piano 

compresa tra il grafico di f, l’asse delle ascisse e le rette parallele all’asse y passanti per il minimo ed il 

massimo di f è data da: 

 

𝐴𝑟𝑒𝑎 = 2∫ 𝑓(𝑡)
0

−
√2
2

𝑎

𝑑𝑡 = 2[𝐹(𝑡)]
−
√2
2

𝑎

0 = 2 [𝐹(0) − 𝐹 (−
√2

2
𝑎)] = 0 − 2 𝐹 (−

√2

2
𝑎) = 

 

= −2(
√6 − 3

3𝑎
) 𝑢2 =

2(3 − √6)

3𝑎
  𝑢2 = 𝐴𝑟𝑒𝑎 

 

Fissato ora 𝑏 > 0, essendo 𝑓 dispari risulta, per ogni 𝑏: 

 

∫ 𝑓(𝑡)
𝑏

−𝑏

𝑑𝑡 = 0 
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