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𝑓𝑛(𝑥) = √𝑥2𝑛
− √𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 1 , 𝑐𝑜𝑛 𝑎, 𝑏 ∈ ℝ , 𝑎 < 0 , 𝑛 ∈ ℕ , 𝑛 > 1  

 

Verifichiamo che per ogni valore di n la funzione non è derivabile nel punto di ascissa 𝒙 = 𝟎. 

 

La funzione 𝑦 = √𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 1 ha come derivata  𝑦′ =
2𝑎𝑥+𝑏

2√𝑎𝑥2+𝑏𝑥+1
   ed è sempre  𝑦′(0) =

𝑏

2
 , quindi  

𝑦 = √𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 1 è sempre derivabile in 𝑥 = 0 . 

 

Analizziamo la funzione 𝑦 = √𝑥2𝑛
. 

 

Se 𝑛 = 2 risulta 𝑦 = |𝑥|, che non è derivabile in 𝑥 = 0, dove c’è un punto angoloso (derivata destra 1 e 

derivata sinistra -1). 

Se 𝑛 > 2 risulta 𝑦 = 𝑥
2

𝑛   quindi:  𝑦′ =
2

𝑛
𝑥

2

𝑛
−1 =

2

𝑛
 

1

𝑥
1−

2
𝑛

 . Essendo 1 −
2

𝑛
> 0 si ha che 𝑦′(0) = ∞, quindi 

non è derivabile in 𝑥 = 0. 
 

Possiamo quindi concludere che 𝑓𝑛(𝑥) non è mai derivabile in 𝑥 = 0 e per 𝑛 = 2  si ha in 𝑥 = 0 un punto 

angoloso. 

 

Consideriamo ora la funzione  𝒇𝟐(𝒙) = |𝒙| − √𝒂𝒙𝟐 + 𝒃𝒙 + 𝟏 , il cui grafico  𝜶  è:  

 

 
 

Dobbiamo trovare a e b sapendo che tale funzione è definita in [−𝟏; 𝟏] e che il suo grafico è 

simmetrico rispetto all’asse delle ordinate. 
 
Affinché il grafico sia simmetrico rispetto all’asse delle ordinate deve essere 𝑓(−𝑥) = 𝑓(𝑥) e affinchè ciò 

si verifichi deve essere chiaramente 𝑏 = 0. Perciò: 

 

𝑓2(𝑥) = |𝑥| − √𝑎𝑥2 + 1 

 

Affinché il dominio sia [−1; 1] dovrà essere  𝑎𝑥2 + 1 ≥ 0  in tale intervallo e ciò avviene se 𝑎 = −1.  

Infatti se 𝑎 = −1  𝑎𝑥2 + 1 = −𝑥2 + 1 ≥ 0  𝑠𝑒 − 1 ≤ 𝑥 ≤ 1 . La funzione richiesta è quindi: 

 

𝑓2(𝑥) = |𝑥| − √1 − 𝑥2  

 

 
 

b)  

 
 

Studiamo la funzione 𝑔(𝑥) = |𝑥| + √1 − 𝑥2 
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Dominio:  −1 ≤ 𝑥 ≤ 1 

 

Intersezioni con gli assi cartesiani 

 

Se 𝑥 = 0, 𝑦 = 1. Se 𝑦 = 0, |𝑥| + √1 − 𝑥2 = 0  mai (somma di quantità non negative che non si annullano 

mai contemporaneamente). 

 

Segno della funzione 

 

|𝑥| + √1 − 𝑥2 ≥ 0  ∀ 𝑥 ∈ 𝑑𝑜𝑚𝑖𝑛𝑖𝑜 (somma di quantità positive o nulle). 

 

Simmetrie notevoli 

 

La funzione è chiaramente pari:  𝑓(−𝑥) = 𝑓(𝑥) quindi il suo grafico 𝛽  è simmetrico rispetto all’asse delle 

ordinate. 

 

Limiti e asintoti 

 

La funzione è continua in un intervallo chiuso e limitato (il dominio), quindi non occorre calcolare alcun 

limite e non ci sono asintoti. 

 

Studio della derivata prima 

 

𝑦 = 𝑔(𝑥) = |𝑥| + √1 − 𝑥2 

 

Essendo la funzione pari è sufficiente studiare la derivata prima per 𝑥 > 0  (in 𝑥 = 0 la funzione non è 

derivabile, come visto nel punto a). 

 

Per 𝑥 > 0  𝑦 =  𝑥 + √1 − 𝑥2;   𝑦′ = 1 +
−2𝑥

2√1−𝑥2
= 1 −

𝑥

√1−𝑥2
=

√1−𝑥2−𝑥

√1−𝑥2
 

 

Notiamo che la derivata prima non esiste per 𝑥 = 1 ( 𝑒 𝑞𝑢𝑖𝑛𝑑𝑖 𝑛𝑒𝑎𝑛𝑐ℎ𝑒 𝑖𝑛 𝑥 = −1) 

 

𝑦′ ≥ 0  𝑠𝑒 √1 − 𝑥2 − 𝑥 ≥ 0  (con 0 < 𝑥 < 1);  √1 − 𝑥2 ≥ 𝑥 , 1 − 𝑥2 > 𝑥2 , 𝑥2 ≥
1

2
∶ 

 

0 < 𝑥 ≤
√2

2
 : quindi la funzione è crescente per 0 < 𝑥 <

√2

2
 e decrescente per  

√2

2
< 𝑥 < 1: 

 

abbiamo quindi un massimo relativo per 𝑥 =
√2

2
 e, per la simmetria già evidenziata, anche per 𝑥 = −

√2

2
.  

L’ordinata dei due massimi relativi è: 

𝑓 (±
√2

2
) =

√2

2
+ √1 −

1

2
= √2 

Risulta: 

𝑦′ = {

−1 −
𝑥

√1 − 𝑥2
,   𝑠𝑒 − 1 < 𝑥 < 0

1 −
𝑥

√1 − 𝑥2
,   𝑠𝑒  0 < 𝑥 < 1

 

 

Quindi (oltre che in 𝑥 = ±1, 𝑐𝑜𝑚𝑒 𝑔𝑖à 𝑜𝑠𝑠𝑒𝑟𝑣𝑎𝑡𝑜) la funzione NON è derivabile in 𝑥 = 0, dove c’è un 

punto angoloso. Infatti:  𝑦−
′ (0) = −1   𝑒   𝑦+

′ (0) = 1.  
Notiamo che 𝑥 = ±1 sono punti di non derivabilità con tangente verticale, essendo 𝑦′(±1) = ∞. 
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Studio della derivata seconda 

 
Basta studiare la derivata seconda per 𝑥 > 0, dove  𝑦′ = 1 −

𝑥

√1−𝑥2
 . Risulta: 

𝑦′′ = 𝐷 (−
𝑥

√1−𝑥2
) = ⋯ =

−1

√(1−𝑥2)3
< 0  𝑝𝑒𝑟 𝑜𝑔𝑛𝑖 𝑥 𝑡𝑎𝑙𝑒 𝑐ℎ𝑒 0 < 𝑥 < 1  (quindi anche per −1 < 𝑥 < 0 

per la simmetria già evidenziata). In 𝑥 = 0 non esiste la derivata seconda (perché ∄ la derivata prima). 

 

Possiamo concludere che il grafico della funzione volge sempre la concavità verso il basso e non ci sono 

flessi. Osservandi che  𝑔(±1) = 1, il grafico 𝛽 della funzione è il seguente: 

 

 
Il grafico di 𝛾 = 𝛼 ∪ 𝛽  è il seguente: 

 

 
 

c) 
 
La retta 𝑟, di equazione 𝑥 = 𝑘, con −1 < 𝑘 < 1, interseca 𝛾 nei punti 𝑃 e 𝑄. Dimostrare che la misura del 

segmento 𝑃𝑄 è massima quando 𝑟 è asse di simmetria di 𝛾.  
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Osserviamo che  𝑃𝑄̅̅ ̅̅ = 𝑦𝑃 − 𝑦𝑄= 𝑔(𝑘) − 𝑓2(𝑘) = |𝑘| + √1 − 𝑘2 − (|𝑘| − √1 − 𝑘2) = 2√1 − 𝑘2 = 𝑑 

 

𝑑′ =
−2𝑘

√1 − 𝑘2
≥ 0  𝑠𝑒 𝑘 ≤ 0, 𝑛𝑒𝑙𝑙′𝑖𝑛𝑡𝑒𝑟𝑣𝑎𝑙𝑙𝑜(−1; 1) 

 

Quindi d è crescente se −1 < 𝑘 < 0  e decrescente per  0 < 𝑘 < 1,  ed ha un massimo relativo (che è anche 

assoluto) per 𝑘 = 0. Osserviamo che in 𝑘 = ±1 si ha 𝑑 = 0, P e Q coincidono. 

 

Quindi la distanza  𝑃𝑄̅̅ ̅̅  è massima quando la retta r coincide con l’asse y, che è l’asse simmetria di 𝛾.  

 

 

d) 
 

 
 

 

Osserviamo che ℎ(𝑥) è definita e continua per −1 ≤ 𝑥 ≤ 1.  

 

Verifichiamo che 𝑯′(𝒙) = 𝒉(𝒙) 𝒑𝒆𝒓 𝒐𝒈𝒏𝒊 𝒙 𝒅𝒆𝒍 𝒅𝒐𝒎𝒊𝒏𝒊𝒐 𝒅𝒊 𝒉, 𝒄𝒊𝒐è 𝒑𝒆𝒓 − 𝟏 ≤ 𝒙 ≤ 𝟏. 
 

𝐻′(𝑥) =
1

2
(

1

√1−𝑥2
+ √1 − 𝑥2 + 𝑥 ∙

−2𝑥

2√1−𝑥2
) =

1

2
(

1+1−𝑥2−𝑥2

√1−𝑥2
) =

1−𝑥2

√1−𝑥2
= √1 − 𝑥2  se −1 < 𝑥 < 1 

 

Quindi per −1 < 𝑥 < 1    𝐻′(𝑥) = ℎ(𝑥).   

 

Notato che ℎ(±1) = 0, dimostriamo che anche in 𝑥 = ±1 risulta 𝐻′(𝑥) = ℎ(𝑥) = 0 

 

( 𝑖𝑛 𝑥 = −1 𝑐𝑖 𝑖𝑛𝑡𝑒𝑟𝑒𝑠𝑠𝑎 𝑙𝑎 𝑑𝑒𝑟𝑖𝑣𝑎𝑡𝑎 𝑑𝑒𝑠𝑡𝑟𝑎 𝑑𝑖 𝐻, 𝑖𝑛 𝑥 = +1 𝑙𝑎 𝑑𝑒𝑟𝑖𝑣𝑎𝑡𝑎 𝑠𝑖𝑛𝑖𝑠𝑡𝑟𝑎). 
 

Notato che (in base al calcolo precedente)  𝐻(𝑥) è derivabile in un intorno sinistro di 𝑥 = 1, 1 escluso, e 

continua in 𝑥 = 1, applichiamo Il criterio (sufficiente) di derivabilità per stabilire che esiste 𝐻−
′ (1). 

  

Si ha: 

lim
𝑥→1−

𝐻′(𝑥) = lim
𝑥→1−

1 − 𝑥2

√1 − 𝑥2
= lim

𝑥→1−

(1 − 𝑥2)√1 − 𝑥2

1 − 𝑥2
= lim

𝑥→1−
√1 − 𝑥2 = 0 = 𝐻−

′ (1) = ℎ(1). 

 

Con ragionamento analogo si verifica che lim
𝑥→(−1)+

𝐻′(𝑥) = 0 = 𝐻+
′ (−1) = ℎ(−1). 

 
(Tra l’altro 𝐻(𝑥)è 𝑑𝑖𝑠𝑝𝑎𝑟𝑖, 𝑝𝑒𝑟𝑐ℎé 𝐻(−𝑥) = −𝐻(𝑥) 𝑞𝑢𝑖𝑛𝑑𝑖 𝑠𝑒 𝑒𝑠𝑖𝑠𝑡𝑒 𝑙𝑎 𝑑𝑒𝑟𝑖𝑣𝑎𝑡𝑎 𝑠𝑖𝑛𝑖𝑠𝑡𝑟𝑎 𝑖𝑛 𝑥 = 1 𝑒𝑠𝑖𝑠𝑡𝑒 𝑎𝑛𝑐ℎ𝑒  
𝑙𝑎 𝑑𝑒𝑟𝑖𝑣𝑎𝑡𝑎 𝑑𝑒𝑠𝑡𝑟𝑎 𝑖𝑛 𝑥 = −1). 

 

Abbiamo così dimostrato che 𝐻(𝑥) è una primitiva di ℎ(𝑥) poiché  𝐻′(𝑥) = ℎ(𝑥) in tutto il dominio di ℎ,
𝑐𝑖𝑜è 𝑖𝑛 − 1 ≤ 𝑥 ≤ 1). 
 

L’area  𝒜 della regione finita di piano delimitata da 𝛾 può essere calcolata applicando il Teorema 

fondamentale del calcolo integrale nel modo seguente: 

 

𝒜 = 2 ∫ [𝑔(𝑥) − 𝑓2(𝑥)]
1

0

𝑑𝑥 = 2 ∫ [2√1 − 𝑥2]
1

0

𝑑𝑥 = 4 ∫ √1 − 𝑥2
1

0

𝑑𝑥 = 4 ∫ ℎ(𝑥)
1

0

𝑑𝑥 = 4[𝐻(𝑥)]0
1 = 
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= 4[𝐻(1) − 𝐻(0)] =4[
1

2
(𝑎𝑟𝑐𝑠𝑒𝑛(𝑥) + 𝑥√1 − 𝑥2)]

0

1
= 2(𝑎𝑟𝑐𝑠𝑒𝑛(1) − 0) = 2 ∙

𝜋

2
= 𝜋 =  𝒜 

 

Quindi l’area  𝒜 della regione finita di piano delimitata da 𝛾 è uguale a  𝜋. 
 

 

N.B. 

 

Siccome 𝑦 = √1 − 𝑥2 in 0 ≤ 𝑥 ≤ 1 è un quarto della circonferenza con centro nell’origine degli assi 

cartesiani e raggio 𝑅 = 1 (𝑥2 + 𝑦2 = 1) e tenendo conto del significato geometrico di integrale definito 

 

 
si ha che: 

 

∫ √1 − 𝑥2
1

0

𝑑𝑥 =
1

4
(𝜋𝑅2) =

1

4
(𝜋) =

𝜋

4
 

 

 

Quindi l’area richiesta 𝒜 della regione finita di piano delimitata da 𝛾 si può calcolare senza ricorrere alla 

primitiva H di h nel modo seguente: 

 

𝒜 = 2 ∫ [𝑔(𝑥) − 𝑓2(𝑥)]
1

0

𝑑𝑥 = 2 ∫ [2√1 − 𝑥2]
1

0

𝑑𝑥 = 4 ∫ √1 − 𝑥2
1

0

𝑑𝑥 = 4 (
𝜋

4
) = π  

 

 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 

Giuseppe Scoleri, con la collaborazione di Angela Santamaria 

 

 


