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Scuole italiane all’estero (America latina) 2003 — PROBLEMA 2

Nel piano riferito a coordinate cartesiane ortogonali e monometriche Oxy, siano: S il
punto di coordinate (0, 4); P un punto della retta r di equazione 2x —y — 2 = 0; n laretta
per S perpendicolare alla congiungente S con P; Q il punto di intersezione di n con la
retta s parallela per P all’asse y.

a)

Trovate 'equazione cartesiana del luogo T descritto da Q al variare di P su'r.

Il punto generico P della retta r ha coordinate: P = (t; 2t — 2) . |l coefficiente angolare

della retta SP &: mgp = Ztt__zo_4 = # . Il coefficiente angolare di n sara:
1 t
m, = ——— =
n Mpg 6 — 2t
La retta n ha quindi equazione:
t t
: — = —_ ) —_ 4 = , = + 4

La retta s ha equazione: s: x =t . Il luogo descritto da Q al variare di P su r si ottiene
quindi dal seguente sistema, eliminando il parametro t:

x=t
X
t = — — 42 —
{26_2tx+4, y 6—2xx+4' y(6 —2x) = x* +4(6 — 2x)
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Il luogo richiesto ha quindi equazione: x2 + 2xy — 8x — 6y + 24 = 0, che € una conica
ed in particolare un’iperbole che puo essere scritta nella forma:

x?> —8x + 24
Yy =——7———F"T
6 — 2x

b)

Studiate I' , disegnatene il grafico e spiegate con considerazioni geometriche quanto si
riscontra, analiticamente, per x = 3.

Come gia detto T' € un’iperbole. Essa ha un asintoto verticale di equazione x=3 ed un
asintoto obliquo; troviamo I'equazione di questo asintoto:

_ x?—8x + 24 1_1_ x*1 _ x? —8x + 24 B
MEle 6-2x x we-—2z 2 TTA% T 6—2e ™| T
. x2—8x+24+1 . x2—8x+24+1 . x? —8x +24 +3x —x?|
e | 6—2x 25 T T 23— T 2F| T A% 23— x) -

i [—5x+24_5_ _ intoto obli 1 +5
= lim 2G—2%) =5=4q: asintotoobliquo y =—-zx+7

L’iperbole ha centro in (3;1)

Per completare lo studio cerchiamo il massimo ed il minimo relativi:

;(f_?))z >0 se 0<x<6 (onx#3). Quindilafunzione & crescente se

f'x) =

0<x<3, 3<x<6 edecrescentese x < 0,x > 6. Quindi il minimo relativo si ha per
x=0 ed il massimo relativo per x=6. L’iperbole ha quindi il seguente grafico:

Y
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La funzione puo essere chiaramente studiata prescindendo dal fatto che & un’iperbole.

Osserviamo che la funzione non é definita per x=3. Geometricamente si ha la seguente
situazione: se x=3 il punto P (appartenente ad r: 2x —y — 2 = 0 ) ha coordinate (3; 4),
percio la retta PS & y=4. La normale n coincide con I'asse y e quindi non incontra la retta
x=3: Q non esiste.

c)

Si calcoli I'area della regione di piano racchiusa tra T, il suo asintoto obliquo, I'asse y e la
retta x=2.

L’area richiesta si ottiene calcolando il seguente integrale:

4 _f2x2—8x+24(1+5>d_f2[9]d_9f2 —Zd_
e T 6—2x 2| T ) o=z T T2 6 — 2 T

= 26— 2x[12 = —2 (In2 — In6) = — 21 (1)—<913) 2494 u2 = A
= 2n xO— ) n n = 2n3—2n u- = 4. u= = Area

d)

Si trovi I'equazione del luogo K simmetrico di T rispetto alla retta x = 2.

x% —8x + 24

i x2+2xy—8x—6y+24=0, y= A

La simmetria rispetto alla retta x=2 ha equazioni: x - 4 —x, y = y . Quindi si ha:
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(4—x)2+24-x)y—-8(4—x)—6y+24=0, x2?—2xy+2y+8=0

- x?+8
VY =0/
2(x—1)
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