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Scuole italiane all’estero (Calendario australe ) 2005 – PROBLEMA 2 
 
Il triangolo ABC ha il lato BC che è il doppio di CA di lunghezza k mentre il triangolo 
rettangolo ABD, con D dalla parte opposta di C rispetto ad AB, ha il cateto AB che è il 
doppio di BD. 
 

 
a)  
 

Si esprima l’area del quadrilatero ADBC in funzione dell’angolo 𝐴�̂�𝐵. 
 
 
Per il teorema del coseno abbiamo: 
 

𝐴𝐵2 = 𝑘2 + 4𝑘2 − 4𝑘2𝑐𝑜𝑠𝑥 = 5𝑘2 − 4𝑘2𝑐𝑜𝑠𝑥,   𝑞𝑢𝑖𝑛𝑑𝑖:  𝐴𝐵 = 𝑘√5 − 4𝑐𝑜𝑠𝑥 = 2𝐵𝐷 
 
Risulta pertanto: 
 

𝐴𝑟𝑒𝑎(𝐴𝐷𝐵𝐶) = 𝐴𝑟𝑒𝑎(𝐴𝐵𝐶) + 𝐴𝑟𝑒𝑎(𝐴𝐵𝐷) =
1

2
(𝑘)(2𝑘)𝑠𝑒𝑛𝑥 +

1

2
𝐴𝐵 ∙ 𝐵𝐷 = 

= 𝑘2𝑠𝑒𝑛𝑥 +
1

2
∙  (𝑘√5 − 4𝑐𝑜𝑠𝑥) ∙ (

1

2
 𝑘√5 − 4𝑐𝑜𝑠𝑥) = 𝑘2𝑠𝑒𝑛𝑥 +

1

4
𝑘2(5 − 4𝑐𝑜𝑠𝑥) 

 
Quindi: 
 

𝐴𝑟𝑒𝑎(𝐴𝐷𝐵𝐶) =
1

4
𝑘2(4𝑠𝑒𝑛𝑥 − 4𝑐𝑜𝑠𝑥 + 5) 
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b)  
 

Si determini il valore di 𝐴�̂�𝐵 cui corrisponde il quadrilatero di area massima. 
 
 

𝐴𝑟𝑒𝑎(𝐴𝐷𝐵𝐶) =
1

4
𝑘2(4𝑠𝑒𝑛𝑥 − 4𝑐𝑜𝑠𝑥 + 5) = 𝑘2 (𝑠𝑒𝑛𝑥 − 𝑐𝑜𝑠𝑥 +

5

4
) 

 
Osserviamo che: 
 

𝑠𝑒𝑛𝑥 − 𝑐𝑜𝑠𝑥 = √2 (
√2

2
𝑠𝑒𝑛𝑥 −

√2

2
𝑐𝑜𝑠𝑥) = √2𝑠𝑒𝑛 (𝑥 −

𝜋

4
) 

 
Quindi: 
 

𝐴𝑟𝑒𝑎(𝐴𝐷𝐵𝐶) = 𝑘2 (√2𝑠𝑒𝑛 (𝑥 −
𝜋

4
) +

5

4
) = 𝑚𝑎𝑠𝑠𝑖𝑚𝑎 se 𝑠𝑒𝑛 (𝑥 −

𝜋

4
) = 1, 𝑥 −

𝜋

4
=

𝜋

2
, 𝑥 =

3

4
𝜋 

 

Il quadrilatero ha area massima se 𝐴�̂�𝐵 =
3

4
𝜋.  

 
 

c)  
 
Di tale quadrilatero si determini area e perimetro. 
 
 

L’area del quadrilatero vale: 𝑘2 (√2 +
5

4
).  

 

Il perimetro è dato da:  2𝑝 = 𝑘 + 2𝑘 + 𝐵𝐷 + 𝐴𝐷 
 
Ma risulta: 

𝐴𝐵 = 𝑘√5 − 4𝑐𝑜𝑠𝑥 = 𝑘 (√5 − 4𝑐𝑜𝑠 (
3

4
𝜋)) = 𝑘 (√5 + 4 ∙

√2

2
) = 𝑘√5 + 2√2 

𝐵𝐷 =
1

2
𝐴𝐵 =

1

2
𝑘√5 + 2√2 

 
Perciò: 
 

𝐴𝐷 = √𝐴𝐵2 + 𝐵𝐷2 = √𝑘2(5 + 2√2) +
1

4
𝑘2(5 + 2√2) = √

5

4
𝑘2(5 + 2√2) = 

 

=
1

2
𝑘√5 (√5 + 2√2) 
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Ed allora: 
 

2𝑝 = 𝑘 + 2𝑘 + 𝐵𝐷 + 𝐴𝐷 = 3𝑘 +
1

2
𝑘√5 + 2√2 +

1

2
𝑘√5 (√5 + 2√2) = 

 

=
1

2
𝑘 (6 + √5 + 2√2 + √5 (√5 + 2√2)) =

1

2
𝑘 [6 + (√5 + 2√2) (1 + √5)] = 

 

=
1

2
𝑘 [6 + √(5 + 2√2)(1 + √5)

2
] =

1

2
𝑘 [6 + √(5 + 2√2)(6 + 2√5)] = 

 
 

=
1

2
𝑘 (6 + √(5 + 2√2)(6 + 2√5)) 
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