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Scuole italiane all’estero (Calendario australe) 2008 – PROBLEMA 1 
 

L’ellisse Σ ha equazione 𝑥2 + 4𝑦2 = 4 e  P(a; b), con 𝑏 ≥ 0, è un suo punto. 
 
1)  
 

Si determini l’equazione della tangente a  Σ  in P e se ne indichi con Q l’intersezione con 
l’asse y. 
 

L’ellisse ha la forma: 
𝑥2

4
+ 𝑦2 = 1. P è un suo punto generico del primo o secondo 

quadrante: 
 

 
 
Applicando la formula di sdoppiamento, la tangente t in P all’ellisse ha equazione: 
 

𝑡:  𝑎𝑥 + 4𝑏𝑦 = 4 
 

Il punto Q ha ascissa x=0 e ordinata 𝑦 =
1

𝑏
  (con b>0; se b=0 Q non esiste). 

 
2)  
 

Si determini l’equazione cartesiana del luogo geometrico Ω descritto dal punto medio M 
del segmento PQ al variare di P.  
 
 

Il punto medio M di PQ ha coordinate: 𝑀 = (
𝑎

2
;  

𝑏+
1

𝑏

2
) = (

𝑎

2
;  

𝑏2+1

2𝑏
). 

Il luogo descritto da M ha equazioni parametriche: 
 

{

𝑥 =
𝑎

2

𝑦 =
𝑏2+1

2𝑏

𝑎2 + 4𝑏2 = 4

;  {
𝑎 = 2𝑥

…
4𝑥2 + 4𝑏2 = 4;  𝑏2 = 1 − 𝑥2

;   {

𝑎 = 2𝑥

𝑦 =
1−𝑥2+1

2𝑏
…

  ;  {

𝑎 = 2𝑥

𝑏 =
2−𝑥2

2𝑦

𝑎2 + 4𝑏2 = 4

; quindi: 
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𝑎2 + 4𝑏2 = 4   ⇒    (2𝑥)2 + 4 (
2 − 𝑥2

2𝑦
)

2

= 4 ;      4𝑥2𝑦2 + (2 − 𝑥2)2 = 4 𝑦2; 

 

   4𝑥2𝑦2 + (2 − 𝑥2)2 = 4𝑦2;     4𝑦2(1 − 𝑥2) =  (2 − 𝑥2)2  ;    𝑦2 =
(2 − 𝑥2)2

4(1 − 𝑥2)
     

 

Osserviamo che  𝑦 =
𝑏2+1

2𝑏
> 0 essendo b>0 e che, essendo −2 < 𝑎 < 2  ed 𝑎 = 2𝑥 è: 

−2 < 2𝑥 < 2,     − 1 < 𝑥 < 1:  𝑞𝑢𝑖𝑛𝑑𝑖   1 − 𝑥2 > 0. Inoltre, essendo 2 − 𝑥2 > 0  se 

−√2 < 𝑥 < √2, per −1 < 𝑥 < 1 si ha 2 − 𝑥2 > 0  . Pertanto: 
 

𝑦2 =
(2 − 𝑥2)2

4(1 − 𝑥2)
,      𝑦 = √

(2 − 𝑥2)2

4(1 − 𝑥2)
=

2 − 𝑥2

2√1 − 𝑥2
∶ 𝑙𝑢𝑜𝑔𝑜  Ω    𝑑𝑒𝑠𝑐𝑟𝑖𝑡𝑡𝑜 𝑑𝑎 𝑀. 

 
 

3)  
 

Si studi e si rappresenti Ω  avendo trovato che la sua equazione è: 𝑦 =
(2−𝑥2)

2√1−𝑥2
. 

 
 

La funzione è definita per  −1 < 𝑥 < 1 ed è pari, essendo 𝑓(−𝑥) = 𝑓(𝑥), quindi il suo 
grafico è simmetrico rispetto all’asse y. Come detto nel punto precedente il numeratore è 
positivo, quindi la funzione è positiva. 
 
Il limiti per x che tende ad 1 da sinistra e a -1 da destra sono uguali a più infinito, quindi 
abbiamo gli asintoti verticali x=1 e x=-1. 
 
 
Derivata prima: 
 

𝑦′ =
1

2
[

−2𝑥√1 − 𝑥2 − (2 − 𝑥2) ∙
−2𝑥

2√1 − 𝑥2

1 − 𝑥2
] =

−2𝑥(1 − 𝑥2) + 𝑥(2 − 𝑥2)

2(1 − 𝑥2)√1 − 𝑥2
=

𝑥3

2(1 − 𝑥2)√1 − 𝑥2
 

Siccome il denominatore è positivo nel dominio della funzione, risulta: 
 

𝑦′ > 0  se  0< 𝑥 < 1: funzione crescente 
𝑦′ < 0  se  −1 < 𝑥 < 0: funzione decrescente 
Pertanto x=0 è punto di minimo, relativo e assoluto, con ordinata y=1. 
 
 
Derivata seconda: 
 

𝒚′′ = ⋯ =
3𝑥2

2(1−𝑥2)2√1−𝑥2
> 0  per ogni x diverso da zero: quindi il grafico volge sempre la 

concavità verso l’alto (non ci sono flessi). 
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Il grafico della funzione è il seguente: 
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