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ORDINAMENTO 2009 – SESSIONE STRAORDINARIA -  PROBLEMA 2 
 
 

Sia   𝑓(𝑥) = a cos3 𝑥 + 𝑏 𝑐𝑜𝑠𝑥 + 𝑐    𝑒   𝑥 ∈ ℝ . 
 
 

1)  
 
Si determinino a, b, c in modo che risulti 
 

𝑓 (
𝜋

2
) =

2

3
  ,   𝑓(𝜋) =

4

3
  ,   𝑓′′(𝜋) = 0  .  

 
 

𝑐 =
2

3
   ;     −𝑎 − 𝑏 + 𝑐 =

4

3
  ;       𝑓′(𝑥) = −3acos2 𝑥 𝑠𝑒𝑛𝑥 − 𝑏𝑠𝑒𝑛𝑥  ;  

 

𝑓′′(𝑥) = 6𝑎𝑐𝑜𝑠𝑥 𝑠𝑒𝑛2𝑥 − 3 acos3 𝑥 − 𝑏𝑐𝑜𝑠𝑥   ;    𝑓′′(𝜋) = 3𝑎 + 𝑏 = 0  
 

{
 
 

 
 𝑐 =

2

3

−𝑎 − 𝑏 +
2

3
=
4

3
𝑏 = −3𝑎 

      ;     

{
 
 

 
 𝑐 =

2

3

2𝑎 =
2

3
𝑏 = −3𝑎 

  ;     

{
 
 

 
 𝑐 =

2

3

𝑎 =
1

3
𝑏 = −1 

 

 
Risulta quindi: 
 

𝑓(𝑥) =
1

3
 cos3 𝑥 − 𝑐𝑜𝑠𝑥 +

2

3
  

 
 

2)  
 

Si studi, nell’intervallo chiuso   [0; 2𝜋], la funzione così trovata e se ne tracci il grafico. 
 
 

𝑓(𝑥) =
1

3
 cos3 𝑥 − 𝑐𝑜𝑠𝑥 +

2

3
  

 
 
Dominio: 
 

La funzione è definita e continua nell’intervallo richiesto [0; 2𝜋]  ed assume agli estremi i 
seguenti valori: 
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𝑓(0) = 𝑓(2𝜋) = 0 
 
Intersezioni con gli assi: 
 

Se x=0: y=0 ; se y=0: 
1

3
 cos3 𝑥 − 𝑐𝑜𝑠𝑥 +

2

3
 = 0,   𝑐𝑜𝑠3𝑥 − 3𝑐𝑜𝑠𝑥 + 2 = 0;  

abbassiamo di grado con cosx=1 applicando la regola di Ruffini: 
 
(𝑐𝑜𝑠𝑥 − 1)(𝑐𝑜𝑠𝑥 + 2)2 = 0  quindi solo cosx=1, cioè  𝑥 = 0  𝑒  𝑥 = 2𝜋 . 
 
Positività: 
 

𝑓(𝑥) ≥ 0  𝑝𝑒𝑟 𝑜𝑔𝑛𝑖 𝑥 . 
 
Limiti: 
 
La funzione è continua in tutto l’intervallo di studio, non ci sono limiti da calcolare. 
 
Asintoti: 
 
Non ci possono essere asintoti. 
 
Derivata prima: 
 

𝑓′(𝑥) = −cos2 𝑥 𝑠𝑒𝑛𝑥 + 𝑠𝑒𝑛𝑥 ≥ 0   𝑠𝑒  𝑠𝑒𝑛𝑥(1 − cos2 𝑥) ≥ 0, 𝑠𝑒𝑛3𝑥 ≥ 0 , 𝑠𝑒𝑛𝑥 ≥ 0  
 

Risulta quindi:  𝑓′(𝑥) ≥ 0   se   0 ≤ 𝑥 ≤ 𝜋 , pertanto la funzione è crescente se 
 

0 < 𝑥 < 𝜋  e  decrescente se   𝜋 < 𝑥 < 2𝜋 .  Punto di massimo relativo (e assoluto) 𝑥 = 𝜋   

con ordinata 𝑓(𝜋) =
4

3
  . 

 
Derivata seconda: 
 

𝑓′′(𝑥) = 2𝑐𝑜𝑠𝑥 𝑠𝑒𝑛2𝑥 − cos3 𝑥 + 𝑐𝑜𝑠𝑥  ≥ 0   𝑠𝑒   𝑐𝑜𝑠𝑥(2𝑠𝑒𝑛2𝑥 − cos2 𝑥 + 1) ≥ 0 .    
 
Studiamo il segno dei due fattori: 
 

𝑐𝑜𝑠𝑥 ≥ 0   𝑠𝑒   0 ≤ 𝑥 ≤
𝜋

2
   𝑣𝑒𝑙  

3

2
𝜋 ≤ 𝑥 ≤ 2𝜋    

2𝑠𝑒𝑛2𝑥 − cos2 𝑥 + 1 ≥ 0 ,    3𝑠𝑒𝑛2𝑥 ≥ 0 ∶ 𝑝𝑒𝑟 𝑜𝑔𝑛𝑖 𝑥 
 
Quindi risulta: 
 

𝑓′′(𝑥) ≥ 0   𝑠𝑒   0 ≤ 𝑥 ≤
𝜋

2
   𝑣𝑒𝑙  

3

2
𝜋 ≤ 𝑥 ≤ 2𝜋   pertanto il grafico volge la concavità verso 

l’alto se  0 < 𝑥 <
𝜋

2
   𝑣𝑒𝑙  

3

2
𝜋 < 𝑥 < 2𝜋 ; 𝑥 =

𝜋

2
  𝑒 𝑥 =

3

2
𝜋  sono punti di flesso, con ordinata 

uguale a 2/3.  
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Grafico della funzione: 
 

 

 
3)  
 

Si scrivano le equazioni delle rette tangenti a  𝛾  nei due punti di flesso.  
 
 

I punti di flesso sono:   𝐹1 = (
𝜋

2
;
2

3
) ,   𝐹2 = (

3

2
𝜋;

2

3
) . 

Troviamo i coefficienti angolari delle tangenti: 

𝑚1 = 𝑓
′ (
𝜋

2
) = 1   ,      𝑚2 = 𝑓

′ (
3

2
𝜋) = −1    

Tangente in 𝐹1:   𝑦 −
2

3
= (𝑥 −

𝜋

2
)  ,    𝑦 = 𝑥 +

2

3
−
𝜋

2
 

Tangente in 𝐹2:   𝑦 −
2

3
= −(𝑥 −

3

2
𝜋)  ,    𝑦 = −𝑥 +

2

3
+
3

2
𝜋 

 
 

 
 
 

4)  
 

Si calcoli l’area della superficie piana, delimitata da  𝛾  e dall’asse delle ascisse. 
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L’area richiesta si ottiene calcolando il seguente integrale: 
 
 

𝐴𝑟𝑒𝑎 = ∫ (
1

3
 cos3 𝑥 − 𝑐𝑜𝑠𝑥 +

2

3
 )  𝑑𝑥

2𝜋

0

=
1

3
∫ (𝑐𝑜𝑠3𝑥 − 3𝑐𝑜𝑠𝑥 + 2) 𝑑𝑥
2𝜋

0

 

 

Cerchiamo una primitiva di  𝑐𝑜𝑠3𝑥: 
 

∫𝑐𝑜𝑠3𝑥  𝑑𝑥 =∫𝑐𝑜𝑠𝑥 𝑐𝑜𝑠2𝑥  𝑑𝑥 =∫𝑐𝑜𝑠𝑥 (1 − 𝑠𝑒𝑛2𝑥)𝑑𝑥 =∫(𝑐𝑜𝑠𝑥 − 𝑐𝑜𝑠𝑥 𝑠𝑒𝑛2𝑥)𝑑𝑥 = 

 

= 𝑠𝑒𝑛𝑥 −
1

3
𝑠𝑒𝑛3𝑥 + 𝐶 

 
Quindi: 
 

1

3
∫ (𝑐𝑜𝑠3𝑥 − 3𝑐𝑜𝑠𝑥 + 2) 𝑑𝑥
2𝜋

0

=
1

3
[𝑠𝑒𝑛𝑥 −

1

3
𝑠𝑒𝑛3𝑥 − 3𝑠𝑒𝑛𝑥 + 2𝑥]

0

2𝜋

=
4

3
𝜋 ≅ 4.19 𝑢2 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Con la collaborazione di Angela Santamaria 

 
 


