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PNI 2009 — SESSIONE STRAORDINARIA - PROBLEMA 2

Si consideri la funzione f definita da f(x) = %lnﬂ

1-x

1)

Si studi f e se ne tracci il grafico y su un piano riferito ad un sistema di assi cartesiani
ortogonali Oxy.

Dominio:

1+x
1—x

>0, —1<x<1

Intersezioni con gli assi:

Se x=0: y=0; se y=0: 1_—x= 1, x=0
Positivita:

1+x—1+x

>0, 2 >0: 0<x<1.

1-x 1-x

. . iy 1+
La funzione & positiva se ﬁ >1,

La funzione potrebbe essere dispari. Verifichiamolo:

_ -1
f(—=x) = %ln% = %ln (i—z) = —%lni—z = —f(x): la funzione & dispari.
Limiti:

L1 14w N E
— = —00- — = 400"
xol gyt 2 "1 —x Cel- 2T =% ’
Asintoti:

La funzione ha due asintoti verticali: x=-1 e x=1.

Derivata prima:

f'x) = —mzo se (x—-1)(x+1)<0, -1<x<1
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La funzione € sempre crescente in senso stretto, non ha massimi né minimi.

Derivata seconda:

" 2x
f (X)=WZO se x=0

Concavita verso l'alto se x > 0 , verso il basso se x > 0 , x=0 é punto di flesso, con
tangente inflessionale di coefficiente angolare 1.

Grafico della funzione:

2)

Si considerino la retta r tangente a y nel punto di flesso e la retta s, perpendicolare a r,
condotta dal punto di y di ascissa 1/2. Si calcoli I'area del triangolo formato da r, da s e
dall’asse y.

La tangente nel punto di flesso € la retta r di equazione y=x. La retta s, perpendicolare
ad r per il punto della curva di ascissa 72 ha equazione:

v

' (1)_ ( 1) 113_ +1
08 Sy f 2 - X 2 ) y Zn - X 2;

1 1
y=—X + E + E In3
Cerchiamo l'intersezione Bfrared s:

o y=x
W N ;o _11,
| y=—x+§+§ln3'x_4 47’1 -y
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Il triangolo richiesto OBD ha quindi area:

Area(OBD) = ~ —1(1+113)(1+113>— L i+ m3)2u? =028 =4
rea =oYp xp=5\5 o3 )+ 3] =7 n3)% u® = 0.28 u® = Area

3)

Si calcoli I'area della superficie piana delimitata da y, dall'asse x e dalla retta di
equazione x = 1/2.
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1l 1+
Rl

L’area richiesta si ottiene mediante il seguente calcolo integrale:

1 1 1

21 14+x 12 12
Area=j =In dx=—jln(1+x)dx——j In(1 —x)dx
o 2 1—x 2), 2),

Calcoliamo le primitive necessarie (integrando per parti):

dx =

fln(1+x)dx=f(x)’ln(1+x)dx=xln(1+x)—fx-1+x

x+1-1
1+x

= xIn(1+x)— [ dx =xln(1+x)—fdx+fﬁ dx =xIn(1+x) —x+ In|x + 1|
Per calcolare la seconda primitiva operiamo la sostituzione —x=t da cui dx=-dt:

fln(l—x)dxz —fln(1+t)dt= —(tin(Q+t)—t+In|t+1]) =

=xln(1—x)—x—In|1 — x|
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Pertanto:

| =

1 1

12 12 1

EJ. ln(1+x)dx—§f ln(l—x)dx=§[xln(1+x)—x+ln|x+1|]g—
0 0

gttt =0 =5t =l = glg10 () - 70 (G)] 3 30 (3) -3 (3)] =

_3 (3) 1.4 <1)+1—313 3 1n2 1l2—<3l3 12) 2~ 013u% = A

4)

Dopo aver verificato che sono soddisfatte le condizioni di invertibilita, si ricavi
I'espressione analitica X = g (y) della funzione g inversa di f .

Dallo studio della funzione f emerge che essa é strettamente crescente in tutto il suo
dominio, e questa condizione e sufficiente (ma non necessaria) per I'invertibilita.
Ricaviamo I'espressione analitica della funzione inversa:

1 1+« 1+x 1+x
y 2lnl_x, y lnl_x,e T ¢ xe x=0,
2y _
x(—1—e?Y)=1-€? , x= : =g(y) = f1(y)
' ey +1

1+x 1 e?y-1
Ricordiamo che le funzioniy = f(x) = —ln—x ex=f1y= 7
2x

grafico; la funzione y = szﬂ , ottenuta scambiando la x con la y, ha il grafico simmetrico

rispetto alla bisettrice del primo e terzo quadrante rispetto alla funzione f:

24Y

Con la collaborazione di Angela Santamaria
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