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PNI 2011 – SESSIONE STRAORDINARIA -  PROBLEMA 2 
 
 

Si consideri, nell’intervallo chiuso  [0; 2𝜋], la funzione: 
 

𝑓(𝑥) =
cos 𝑥

1+𝑠𝑖𝑛𝑥
 .   

 

a)  
 
Si studi tale funzione e si tracci il suo grafico Λ . 
 
 

𝑓(𝑥) =
cos 𝑥

1 + 𝑠𝑖𝑛𝑥
 

 
 
Dominio: 
 

La funzione, nell’intervallo di studio, è definita quando sin 𝑥 ≠ −1 ,   𝑥 ≠
3

2
𝜋 

 
Intersezioni con gli assi: 
 

Se x=0: y=1 ; se y=0: cos 𝑥 = 0,    𝑥 =
𝜋

2
 , 𝑥 =

3

2
𝜋 (𝑛𝑜𝑛 𝑎𝑐𝑐𝑒𝑡𝑡𝑎𝑏𝑖𝑙𝑒). 

 
Positività: 
 

Essendo il denominatore sempre positivo, la funzione è positiva quando cos 𝑥 > 0 quindi: 
 

0 ≤ 𝑥 <
𝜋

2
   ,   

3

2
𝜋 < 𝑥 ≤ 2𝜋 

 
Limiti: 
 

lim
𝑥→(

3
2

𝜋)
−  

cos 𝑥

1 + 𝑠𝑖𝑛𝑥
= − ∞   ,    lim

𝑥→(
3
2

𝜋)
+

 
cos 𝑥

1 + 𝑠𝑖𝑛𝑥
= + ∞    

 
 
Asintoti: 
 

Asintoto verticale (destro e sinistro) 𝑥 =
3

2
𝜋 . 
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Derivata prima: 
 

𝑓′(𝑥) =  
−1 − sin 𝑥

(sin 𝑥 + 1)2
≥ 0   𝑠𝑒   sin 𝑥 < −1 ∶ 𝑚𝑎𝑖 . 

 
Pertanto la funzione è sempre decrescente e la derivata prima non si annulla mai. 
  
Derivata seconda: 
 

𝑓′′(𝑥) =
cos 𝑥

(sin 𝑥 + 1)2
≥ 0    𝑠𝑒   cos 𝑥 ≥ 0 , 0 ≤ 𝑥 ≤

𝜋

2
   ,   

3

2
𝜋 < 𝑥 ≤ 2𝜋 

  
 

Il grafico ha quindi la concavità verso l’alto se 0 ≤ 𝑥 <
𝜋

2
   ,   

3

2
𝜋 < 𝑥 ≤ 2𝜋  e la concavità 

verso il basso se  ,
𝜋

2
< 𝑥 <

3

2
𝜋 . Si ha un flesso per  𝑥 =

𝜋

2
 , con ordinata 0. 

 
Grafico della funzione: 
 

 
 
 

b)  
 

Si scriva l’equazione della tangente a  Λ  nel punto di flesso e si calcoli l’area del triangolo 
𝑇1 che essa forma con gli assi cartesiani e quella del triangolo 𝑇2 che forma con l’asse x e 
l’asintoto verticale. 
 
 

Il punto di flesso è  𝐹 = (
𝜋

2
; 0); risulta: 𝑓′ (

𝜋

2
) = −

1

2
   quindi la tangente in F ha equazione: 

 

𝑦 − 0 = −
1

2
(𝑥 −

𝜋

2
)   ,    𝑦 = −

1

2
𝑥 +

𝜋

4
 

 

Rappresentiamo graficamente i triangoli 𝑇1  𝑒  𝑇2. 
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Cerchiamo l’intersezione D della tangente di flesso con l’asse x: 
 

𝐷: {
𝑥 = 0

𝑦 = −
1

2
𝑥 +

𝜋

4

  ,     𝐷 = (0;
𝜋

4
) 

 

Il triangolo 𝑇1 ha quindi area: 
1

2
(

𝜋

2
) (

𝜋

4
) =

𝜋2

16
  𝑢2 ≅ 0.62  𝑢2 

 
Cerchiamo l’intersezione G della tangente di flesso con l’asintoto: 
 

𝐺: {
𝑥 =

3

2
𝜋  

𝑦 = −
1

2
𝑥 +

𝜋

4

  ,     𝐺 = (0; −
𝜋

2
) 

 

Il triangolo 𝑇2 ha quindi area: 
1

2
(𝜋) (

𝜋

2
) =

𝜋2

4
  𝑢2 ≅ 2.47  𝑢2 

 
 

c)  
 

Si calcoli l’area della superficie piana  Σ, delimitata dalla curva  Λ  e dagli assi cartesiani 

nell’intervallo [0;
𝜋

2
]. 

 

 
 
 
L’area richiesta si ottiene mediante il seguente calcolo integrale: 
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𝐴𝑟𝑒𝑎 = ∫  
cos 𝑥

1 + 𝑠𝑖𝑛𝑥
 

𝜋
2

0

𝑑𝑥 

 

Calcoliamo l’integrale indefinito:   ∫
cos 𝑥

1+𝑠𝑖𝑛𝑥
 𝑑𝑥 = ln|1 + 𝑠𝑖𝑛𝑥| + 𝐶 

 
Quindi: 
 

𝐴𝑟𝑒𝑎 = [ln|1 + 𝑠𝑖𝑛𝑥|]
0

𝜋
2 = (𝑙𝑛2) 𝑢2 ≅ 0.69  𝑢2 = 𝐴𝑟𝑒𝑎 

 
 

d)  
 

Si scelga a caso un punto all’interno della superficie piana  Σ. Si determini la probabilità 
che tale punto risulti interno al triangolo 𝑇1. 
 
 

 
 

La probabilità richiesta è: 
 

𝑝 =
𝐴𝑟𝑒𝑎(𝑇1)

𝐴𝑟𝑒𝑎(Σ)
=

𝜋2

16
𝑙𝑛2

≅ 0.89 = 89 % 
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