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ORDINAMENTO 2013 – SESSIONE STRAORDINARIA -  PROBLEMA 1 
 
 

Sia data una circonferenza di centro O e raggio 1 e una sua corda MN, condotta alla 
distanza x da O. 

 
 

1)  
 
Si calcoli il rapporto 𝑓(𝑥) fra l’area del triangolo, formato dalla corda MN e dalle tangenti 
alla circonferenza in M ed N, e quella del rettangolo di lato MN, inscritto nella 
circonferenza, controllando che risulta: 

𝑓(𝑥) =
1 − 𝑥2

4𝑥2
 

 
 

 
 
 
In base al primo teorema di Euclide risulta: AO:MO=MO:HO, quindi: 
 

𝐴𝑂 =
𝑀𝑂2

𝐻𝑂
=

1

𝑥
      (notiamo che possiamo considerare  0 < 𝑥 < 1) 

 

Quindi:  𝐴𝐻 =
1

𝑥
− 𝑥.  Per il secondo teorema di Euclide si ha poi: 

 

𝑀𝐻2 = 𝐴𝐻 ∙ 𝐻𝑂 = (
1

𝑥
− 𝑥) 𝑥 = 1 − 𝑥2,    𝑑𝑎 𝑐𝑢𝑖      𝑀𝐻 = √1 − 𝑥2      
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Pertanto: 
 

𝐴(𝐴𝑀𝑁) =
𝑀𝑁 ∙ 𝐴𝐻

2
= 𝑀𝐻 ∙ 𝐴𝐻 

𝐴(𝑟𝑒𝑡𝑡𝑎𝑛𝑔𝑜𝑙𝑜) = 𝑀𝑁 ∙ 2𝑂𝐻 = 2𝑀𝐻 ∙ 2𝑂𝐻 = 4𝑀𝐻 ∙ 𝑂𝐻      
 

𝒇(𝒙) =
𝐴(𝐴𝑀𝑁)

𝐴(𝑟𝑒𝑡𝑡𝑎𝑛𝑔𝑜𝑙𝑜)
=

𝑀𝐻 ∙ 𝐴𝐻

4𝑀𝐻 ∙ 𝑂𝐻
=

𝐴𝐻

4𝑂𝐻
=

1
𝑥 − 𝑥

4𝑥
=

𝟏 − 𝒙𝟐

𝟒𝒙𝟐
 

 
2)  
 

Prescindendo dalla questione geometrica, si studi la funzione 𝑓(𝑥) e se ne tracci il grafico 
𝛾.  

 
 

𝒇(𝒙) =
𝟏 − 𝒙𝟐

𝟒𝒙𝟐
= −

𝟏

𝟒
+

𝟏

𝟒𝒙𝟐
 

 
Dominio:  x≠ 0   ⟹    −∞ < 𝑥 < 0,    0 < 𝑥 < +∞ 

 
Simmetrie notevoli: f(-x) =  f(x), quindi la funzione è pari (grafico simmetrico rispetto 
all’asse y). 
 
Intersezioni con gli assi cartesiani: il grafico non interseca l’asse y ed interseca l’asse 
x nei punti di ascissa -1 e +1. 
 

Segno della funzione:   
1−𝑥2

4𝑥2 > 0 se 1 − 𝑥2 > 0 quindi per −1 < 𝑥 < 1  (con 𝑥 ≠ 0) 

 
Limiti:   
 

lim𝑥→±∞  (
1−𝑥2

4𝑥2
) = −

1

4
    (𝑦 = −

1

4
   asintoto orizzontale; non ci sono asintoti obliqui) 

 

lim
𝑥→0±

 (
1−𝑥2

4𝑥2 ) = +∞     (𝑥 = 0   asintoto verticale) 

 
Derivata prima:   
 
 

𝑓′(𝑥) = −
1

2𝑥3 ≥ 0  se  𝑥 < 0  

 
 

La funzione quindi cresce per 𝑥 < 0 e decresce per 𝑥 > 0; non ci sono massimi né 
minimi. 

𝑓′′(𝑥) =
3

2𝑥4
> 0 in tutto il suo dominio; il suo grafico 𝛾  ha quindi la concavità sempre 

rivolta verso l’alto e non ci sono flessi. 
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Il grafico 𝛾 della funzione è il seguente: 
 

 
 

3)  
 
Si scrivano le equazioni delle tangenti a 𝛾 nei punti di intersezione con l’asse 𝑥 e si calcoli 

l’area del triangolo T che esse formano con l’asse 𝑥 . 
 

 
 

I punti di intersezione di 𝛾 con l’asse x sono:  𝐴 = (−1; 0)   𝑒    𝐵 = (1; 0). 
 

Tangente in A:  𝑦 − 𝑓(−1) = 𝑓′(−1)(𝑥 + 1)    ⟹     𝑦 =
1

2
(𝑥 + 1)  

 

Tangente in B:  𝑦 − 𝑓(1) = 𝑓′(1)(𝑥 − 1)          ⟹     𝑦 = −
1

2
(𝑥 − 1)  

 

I vertici del triangolo T sono: 𝐴 = (−1; 0),   𝐵 = (1; 0)  𝑒 𝐶 = (0;
1

2
) 

 

L’area del triangolo è:  𝑨(𝑻) =
𝑨𝑩∙𝑪𝑶

𝟐
= 𝟎. 𝟓  𝒖𝟐 

 

4)  
 

Si calcoli l’area della superficie piana Σ, delimitata dalla curva 𝛾 , dall’asse x e dalla retta 
y =1/2 .  
 

 

La superficie Σ è ABCDA: 
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La sua area si ottiene calcolando il seguente integrale: 
 

𝑨(𝚺) = 2𝐴(𝑂𝐹𝐶𝐸) + 2∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
1

𝑋𝐶

 

 
Calcoliamo l’ascissa di C: 
 

{
𝑦 =

1

2

𝑦 =
1−𝑥2

4𝑥2

     ⟹  
1−𝑥2

4𝑥2 =
1

2
       ⟹       1 − 𝑥2 = 2𝑥2      ⟹   𝑥2 =

1

3
    ⟹    𝑥𝐶 = √

1

3
       

 

𝑨(𝚺) = 2𝐴(𝑂𝐹𝐶𝐸) + 2∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 =
1

𝑋𝐶

√
1

3
+ 2∫

1 − 𝑥2

4𝑥2
𝑑𝑥 =

1

√1
3

√
1

3
+ 2∫ (−

1

4
+

1

4𝑥2
) 𝑑𝑥 =

1

√1
3

 

= √
1

3
+ 2 [−

1

4
𝑥 −

1

4𝑥
]
√1

3

1

= √
1

3
+ 2

[
 
 
 

−
1

2
−

(

 −
1

4
√

1

3
−

1

4√1
3)

 

]
 
 
 

= √
1

3
− 1 +

1

2
√

1

3
+

1

2√1
3

= 

 

=
√3

3
− 1 +

√3

6
+

√3

2
= (√𝟑 − 𝟏) 𝒖𝟐 ≅ 𝟎. 𝟕𝟑 𝒖𝟐 
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