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PNI 2013 – SESSIONE STRAORDINARIA -  PROBLEMA 2 
 
 

Si consideri la funzione: 
 

𝑓(𝑥) =
1

𝑥 𝑙𝑛𝑥
 

 

1)  
 

Si studi la funzione e si tracci il suo grafico 𝛾 , su un piano riferito ad un sistema di assi 

cartesiani ortogonali 𝑂𝑥𝑦. 
 

𝒇(𝒙) =
𝟏

𝒙 𝒍𝒏𝒙
 

 
 

Dominio:  x≠ 1  𝑒  𝑥 > 0   ⟹     0 < 𝑥 < 1,   1 < 𝑥 < +∞ 

 
Simmetrie notevoli: visto il dominio, la funzione non può essere né pari né dispari. 
 
Intersezioni con gli assi cartesiani:  
 
se x=0 la funzione non esiste; y=0, mai: non ci sono intersezioni con gli assi. 
 

Segno della funzione:   
1

𝑥 𝑙𝑛𝑥
> 0   se   x> 1 

 
Limiti:   
 

lim𝑥→+∞  (
1

𝑥 𝑙𝑛𝑥
) = 0−    (𝑦 = 0 asintoto orizzontale); non c’è asintoto obliquo. 

 

lim
𝑥→0+

 (
1

𝑥 𝑙𝑛𝑥
) = −∞       (𝑥 = 0   asintoto verticale); si ricordi che  lim

𝑥→0+
 (𝑥 𝑙𝑛𝑥) = 0− 

 

lim
𝑥→1±

 (
1

𝑥 𝑙𝑛𝑥
) = ±∞       (𝑥 = 1  asintoto verticale) 

 
Derivata prima:   
 

𝑓′(𝑥) =
−𝑙𝑛𝑥−1

𝑥2 ln2 𝑥
≥ 0  se  −𝑙𝑛𝑥 − 1 > 0,   𝑙𝑛𝑥 < −1,   0 < 𝑥 <

1

𝑒
 , dove la funzione è  

 

crescente; la funzione è decrescente per  
1

𝑒
< 𝑥 < 1  𝑒 𝑝𝑒𝑟  𝑥 > 1 ; quindi 𝑥 =

1

𝑒
  è punto di  
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massimo relativo, che vale 𝑓 (
1

𝑒
) = −𝑒:   𝑀 = (

1

𝑒
; −𝑒). 

 
Derivata seconda:   
 

𝑓′′(𝑥) =
2 ln2 𝑥 + 3 𝑙𝑛𝑥 + 2

𝑥3 ln3 𝑥
 

 

2 ln2 𝑥 + 3 𝑙𝑛𝑥 + 2 > 0 sempre, perché Δ = 9 − 16 < 0 

𝑥3 ln3 𝑥 > 0 𝑠𝑒  𝑥 > 1 : quindi il grafico volge la concavità verso l’alto se 𝑥 > 1 e verso il 

basso se 0 < 𝑥 < 1: non ci sono flessi. 
 
 

Il grafico 𝛾 della funzione è il seguente: 
 
 

 
 

2)  
 
Si scriva l’equazione della tangente a 𝛾 nel punto P di ascissa 𝑥 = 𝑒 e si determini 
l’ascissa del punto C in cui essa incontra l’asse x . Si calcoli inoltre l’area del semicerchio 

𝛤, situato nel 𝐼 quadrante, avente il centro in C e raggio uguale alla distanza di C 
dall’origine O. 
 

 
 
 

Il punto P ha ordinata 𝑓(𝑒) =
1

𝑒
 .  Il coefficiente angolare della tangente in P è dato da: 
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𝑚 = 𝑓′(𝑒) = −2/𝑒2. La tangente in P ha pertanto equazione: 
 

𝑦 − 𝑓(𝑒) = 𝑓′(𝑒)(𝑥 − 𝑒),    𝑦 −
1

𝑒
= −

2

𝑒2
(𝑥 − 𝑒),      𝑦 = −

2

𝑒2
 𝑥 +

3

𝑒
 

 
Ponendo y=0 troviamo l’ascissa di C: 
 

𝑥 =
3𝑒

2
; quindi:  𝐶 = (

3𝑒

2
; 0) 

 

Il raggio della circonferenza di centro C passante per O è dato da 𝐶𝑂 =
3𝑒

2
. L’area del 

semicerchio richiesto è quindi:  
 

𝜋𝑅2

2
=

𝜋 ∙ (
3𝑒
2 )

2

2
=

9𝜋𝑒2

8
 𝑢2 ≅ 26.12 𝑢2 

 
 
 

3)  
 

Si calcoli l’area della superficie piana  Σ , delimitata dalla curva 𝛾, dall’asse 𝑥, da 𝛾 e dalle 

rette   𝑥 = 𝑒, 𝑥 = 𝑒2. 
 
 
 

 
 
 

L’area richiesta si ottiene calcolando il seguente integrale: 
 
 

𝐴𝑟𝑒𝑎(Σ) = ∫
1

𝑥 𝑙𝑛𝑥

𝑒2

𝑒

= ∫
1/𝑥

𝑙𝑛𝑥

𝑒2

𝑒

𝑑𝑥 = [𝑙𝑛|𝑙𝑛𝑥|]𝑒
𝑒2

= 𝑙𝑛2 − 0 = 𝑙𝑛2  𝑢2 ≅ 0.69 𝑢2 
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4)  
 

Si scelga a caso un punto all’interno del semicerchio 𝛤. Si determini la probabilità che 
tale punto risulti esterno alla superficie piana 𝛴. 
 
 
La probabilità richiesta è data dal rapporto tra l’area favorevole e l’area possibile: 
 
 
 

 
 
 
 

𝑝 =
𝐴𝑟𝑒𝑎(Γ) − 𝐴𝑟𝑒𝑎(Σ)

𝐴𝑟𝑒𝑎(Γ)
=

26.12 − 0.69

26.12
= 0.974 ≅ 97% 
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