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PNI 2014 SESSIONE SUPPLETIVA - PROBLEMA 2

Si consideri la funzione

*(x—1
f(x)=%

1)

Si studi tale funzione e si tracci il suo grafico y , su un piano riferito ad un sistema di assi
cartesiani ortogonali (Oxy).

Dominio: x#0 = —0o<x<0, 0<x<+4
Simmetrie notevoli: f(—x) # f(x), non pari; f(—x) # —f(x), non dispari.
Intersezioni con gli assi cartesiani:

x = 0: impossibile.

y =0, x=1
Segno della funzione: - (;2_1) > 0 se x>1
Limiti:
lim,,—o = (;“2"1) = lim % =0~ (asintoto y=0 per x » —)
X—>—00
X(y—

lil‘% % = —o (x = 0 asintoto verticale)
X—

. e*(x-1) _ . e* X N e . . , ,
lim = lim — =400 (e* einfinito di ordine superiore rispetto ad x)
X—+00 X x>+ X

Asintoto Obliquo:

Potrebbe esserci asintoto obliquo per x — +co.

lim 2% = jim ¢V im f=+OO

x—>+00 X x—+00 x x—+0o X2

(e* @ infinito di ordine superiore rispetto ad x?) : non ¢’é asintoto obliquo
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Derivata prima:

d (ﬁx[_x_l;‘]] e’ (x? —2x+2)

dx x? x

Fl(x)>0: x>0

=

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0
Quindi la funzione & crescente per x > 0 e decrescente per x < 0.
Derivata seconda:

ﬂ'f—'(,gx,;x_l:,] e’ (x* —3x? +6x— 6|
x4

-

e xs

.

x=
f"(x) >0 se x3—3x>+6x—6>0

’'equazione x3 — 3x2 + 6x — 6 = 0, essendo di grado dispari ha almeno una
radice.

Studiamo sommariamente la funzione y = x3 — 3x2 + 6x — 6.

E’ definita su tutto R, tende a — infinito per x che tende a — infinito e tende a
+ infinito per x che tende a + infinito. Per x =0, y = - 6.

y' =3x?—-6x+6>0 Vx quindilafunzione & sempre crescente (avremo
pertanto una sola radice).

Se x=1, y=-2; se x=2, y=2: quindi la radice £¢& compresa tra 1 e 2.

Grafico sommariodi y = x3 — 3x2 + 6x — 6

21y
0 ¢ X

r

A

Quindi:

f"(x) >0 se x3—-3x>+6x—6>0 =x>¢& con 1<&é<2
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Le

1.5 2.0 2.5 30 3.3 4.0 4.5

Abbiamo quindi la concavita verso l'alto per x > ¢ e versoil bassose x < & (x # 0);
flesso per x = €.

Il grafico della funzione & il seguente:

2)
Si dimostri che I'equazione
x3—-3x2+6x—6=0

ha, sullintervallo 1<x <2, un’unica radice reale & e se ne calcoli un valore approssimato
con due cifre decimali esatte.

Dopo aver constatato che £ altro non e che I'ascissa del punto di flesso della curva y, Si
calcoli il valore approssimato dell’ordinata.

Abbiamo gia visto nel punto precedente che c’€ una sola radice compresa tra 1 e 2;
vediamo un metodo alternativo, piu mirato alla richiesta.

La funzione g(x) = x3—3x%+6x —6 & continua nell'intervallo [1;2];
g)=-2<0 eg2)=2>0

Per il teorema degli zeri la funzione ammette almeno uno zerotral e 2.

g'(x) =3x*—6x+6 >0 Vx, quindi la funzione & sempre crescente: la soluzione &

quindi unica e, come visto nel punto precedente, € proprio I'ascissa del punto di flesso
della curva y.
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Dobbiamo ora calcolare un valore approssimato di &con due cifre decimali esatte.
Applichiamo il metodo delle tangenti.

gix)=x3—-3x*+6x—6 intervallo[1;2] g(1)=-2<0 eg(2)=2>0
gx)=3x*—6x+6>0 Vx

g"'(x)=6x—6>0 se x>1:quindi per 1<x<2 risulta g"(x) - g(1) < 0, pertanto il punto
iniziale dell’iterazione &€ x, = b = 2.

f )

xn+1 = xn _fl(x )
n

x 2 2 5
9(xo) _2_9( ) _2__=§51.66667

X1 = Xn — = _—
T g (%) g'(2) 6

X, = x; — 9(x1) =E—g(g) _ 187 1.5983
27 gi(x) 3 g,(g) 117

) 187 9(197)
X
Xy =2y — 2 o 2L 11%377 ~ 1.5961
g 117 (287)
117

Quindi la radice approssimata con due cifre decimali & £=1.59
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Dobbiamo ora trovare un valore approssimato di f(§), cioe un valore
approssimato di

eX*(x—-1)

f(x) = —~— Pper x =£=1.59.
f(159) = S—02 D =g 14
3)

Si scrivano le equazioni della tangente e della normale a ¥ nel punto di intersezione con
I'asse x e si calcoli I'area del triangolo che esse formano con 'asse y .

flx) = ex(;z_l); il punto di intersezione con l'asse x € A=(1,0).
A (EILI—].}]_ GI[I‘?—EI+2]|

dx xZ 3

X

Tangentein A: m;=f'(1)=e¢; y—0=e(x—1), y=ex—e
Normale in A: mnz—é; y—0=—§(x—1), y=—§x+§

Rappresentiamo il triangolo che la tangente e la normale in A formano con I'asse y.

Area di ABC = 1.54

Intersecando la tangente t con I'asse y otteniamo le coordinate di C =(0;- e)
Intersecando la normale n con 'asse y otteniamo le coordinate di B =(0; 1/e).
L’area richiesta é data da:

BC-A0=(%+3)'1=1+e2

=~ 1.54 u?
2 2 2e Shu

A(ABC) =
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4)

Si calcoli I'area della superficie piana, delimitata dalla curva y, dall’asse x e dalla retta di
equazione x = 2.

0.5+

!

L’area richiesta si ottiene calcolando il seguente integrale:

M$=I§%§2d
1

Calcoliamo I'integrale indefinito [ = (;2_1)

dx, per parti, ponendo:

f—ex(x—l) = f'=xe*

1
g__ = 9= —;

e*(x -1 1—x)e* 1 1—x)e* x
f S )dx—fg Jf ﬂ—fxex<——>dx=ﬂ+ex=e—+c
x2 X X X X

Quindi
2e¥(x —1) eX1?  e?

A(S)=J x—zdx=[7] =7—eEO.98u2
1 1

Con la collaborazione di Angela Santamaria, Simona Scoleri e Stefano Scoleri
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