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ORDINAMENTO 2014 – SESSIONE STRAORDINARIA -  PROBLEMA 2 
 
 

 Si consideri la funzione:  
 

𝑓(𝑥) =
1

3
𝑡𝑔3𝑥 + 𝑡𝑔2𝑥 + 𝑡𝑔𝑥 

 

1)  
 
Si studi tale funzione e si tracci il suo grafico 𝛾 nell’intervallo 0 ≤ 𝑥 ≤ 2𝜋. 
 
 

N.B. la funzione ha periodo 𝑇 = 𝜋, quindi possiamo limitare lo studio all’intervallo 
𝟎 ≤ 𝒙 ≤ 𝝅. 

 
Dominio:  x≠

𝜋

2
   ⟹     0 ≤ 𝑥 <

𝜋

2
,    

𝜋

2
< 𝑥 ≤ 𝜋  

 
Simmetrie notevoli: visto il dominio, la funzione non può essere né pari né dispari. 
 
Intersezioni con gli assi cartesiani:  
 

𝑠𝑒  𝑥 = 0, 𝑦 = 0 
 

𝑠𝑒 𝑦 = 0,
1

3
𝑡𝑔3𝑥 + 𝑡𝑔2𝑥 + 𝑡𝑔𝑥 = 0  ⟹ 𝑡𝑔𝑥 (

1

3
𝑡𝑔2𝑥 + 𝑡𝑔𝑥 + 1) = 0, da cui: 

 

 𝑡𝑔𝑥 = 0:   𝑥 = 0,   𝑥 = 𝜋 
 

 
1

3
𝑡𝑔2𝑥 + 𝑡𝑔𝑥 + 1 = 0: mai (il delta dell’equazione di secondo grado associata è 

negativo) 
 

Segno della funzione:   𝑡𝑔𝑥 (
1

3
𝑡𝑔2𝑥 + 𝑡𝑔𝑥 + 1) > 0  𝑠𝑒 𝑡𝑔𝑥 > 0:  0 < 𝑥 <

𝜋

2
 

 
Limiti:   
 

lim
𝑥→(

𝜋

2
)

±  (
1

3
𝑡𝑔3𝑥 + 𝑡𝑔2𝑥 + 𝑡𝑔𝑥) = lim

𝑥→(
𝜋

2
)

±
 (

1

3
𝑡𝑔3𝑥) = ∓∞ :    𝑥 =

𝜋

2
     𝑎𝑠𝑖𝑛𝑡𝑜𝑡𝑜 𝑣𝑒𝑟𝑡𝑖𝑐𝑎𝑙𝑒     

 
Non ci sono asintoti orizzontali né obliqui poiché la funzione è definita in un intervallo 
limitato. 
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Derivata prima:   
 

 
 

𝑓′(𝑥) = (𝑡𝑔𝑥 + 1)2 ∙ cos2 𝑥 
 

Nel dominio della funzione risulta  𝑓′(𝑥) = 0 quando 𝑡𝑔𝑥 + 1 = 0    ⟹   𝑡𝑔𝑥 = −1 

quindi per 𝑥 =
3

4
𝜋 (punto di flesso a tangente orizzontale); 𝑓 (

3

4
𝜋) = −

1

3
. 

Flesso  𝐹 = (
4

3
𝜋; −

1

3
). 

𝑓′(𝑥) = (𝑡𝑔𝑥 + 1)2 ∙ cos2 𝑥 > 0      ∀𝑥 ≠
3

4
𝜋 ∶ la funzione è sempre crescente. 

 
Derivata seconda:   
 

𝑓′′(𝑥) = 2(𝑡𝑔𝑥 + 1)(𝑡𝑔2𝑥 + 1)(2𝑡𝑔2𝑥 + 𝑡𝑔𝑥 + 1) 

 
𝑓′′(𝑥) = 0 𝑝𝑒𝑟 𝑥 =

3

4
𝜋 (in cui c’è il flesso a tangente orizzontale già trovato). 

 

𝑓′′(𝑥) > 0  quando  𝑡𝑔𝑥 + 1 > 0   quindi  per 0 ≤ 𝑥 <
𝜋

2
     𝑒    

3

4
𝜋 < 𝑥 ≤ 𝜋  :   in tali 

intervalli il grafico volge la concavità verso l’alto. 
 
 

Il grafico 𝛾 della funzione   

𝑓(𝑥) =
1

3
𝑡𝑔3𝑥 + 𝑡𝑔2𝑥 + 𝑡𝑔𝑥 

 
(nell’intervallo richiesto 0 ≤ 𝑥 ≤ 2𝜋 )  è il seguente: 
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2)  
 

Si scrivano le equazioni delle tangenti a 𝛾 nei punti di intersezione con l’asse x e si 
verifichi che sono parallele. 
 

Come già visto le intersezioni con l’asse x sono: 𝐴 = (0; 0),     𝐵 = (𝜋; 0),      𝐶 = (2𝜋; 0). 
Cerchiamo i coefficienti angolari delle tangenti in tali punti. 
 

𝑓′(𝑥) = (𝑡𝑔𝑥 + 1)2 ∙ cos2 𝑥 ⟹ 𝑚𝐴 = 𝑓′(0) = 1,     𝑚𝐵 = 𝑓′(𝜋) = 1,    𝑚𝑐 = 𝑓′(2𝜋) = 1  
 
Quindi le tangenti in A, B e C sono parallele. 
 

Tangente in A: 𝑦 = 𝑥,  tangente in B:  𝑦 = 𝑥 − 𝜋,   tangente in C:  𝑦 = 𝑥 − 2𝜋 
 
 

3)  
 

Si calcoli l’area del triangolo che la prima di tali tangenti forma con l’asse x e con la retta  

𝑥 =
𝜋

2
 , e il volume del cono generato da una rotazione completa attorno all’asse x del 

succitato triangolo.  
 

 
 
 

Il triangolo richiesto ACD ha area: 
 

𝐴𝑟𝑒𝑎(𝐴𝐶𝐷) =

𝜋
2 ∙

𝜋
2

2
=

1

8
𝜋2 

 
Il triangolo ACD, ruotando di un  giro completo intorno all’asse x, genera un cono di 
altezza AD e raggio di base CD; il suo volume è quindi: 
 
 

𝑉 =
1

3
𝜋𝑅2ℎ =

1

3
𝜋 𝐶𝐷2 ∙ 𝐴𝐷 =

1

3
𝜋 (

𝜋

2
)

2

∙ (
𝜋

2
) = (

1

24
𝜋4)  𝑢3 
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4)  
 

Si calcoli l’area, nell’intervallo [0,
𝜋

4
], della superficie piana σ, delimitata dalla curva 𝛾 , 

dall’asse 𝑥 e dalla retta 𝑥 =
𝜋

4
. 

 

La superficie 𝜎 è la seguente: 

 
 

La sua area si ottiene calcolando il seguente integrale: 
 

𝑨(𝝈) = ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 =
𝜋/4

0

∫ (
1

3
𝑡𝑔3𝑥 + 𝑡𝑔2𝑥 + 𝑡𝑔𝑥) 𝑑𝑥

𝜋/4

0

 

 
Poiché risulta: 
 

 
1

3
𝑡𝑔3𝑥 + 𝑡𝑔2𝑥 + 𝑡𝑔𝑥 =

1

3
𝑡𝑔𝑥(𝑡𝑔2𝑥) + 1 + 𝑡𝑔2𝑥 − 1 + 𝑡𝑔𝑥 =  

=
1

3
𝑡𝑔𝑥(1 + 𝑡𝑔2𝑥 − 1) + 1 + 𝑡𝑔2𝑥 − 1 + 𝑡𝑔𝑥 =

2

3
𝑡𝑔𝑥 + (

1

3
𝑡𝑔𝑥 + 1) (1 + 𝑡𝑔2𝑥) − 1 

 

∫ (
2

3
𝑡𝑔𝑥 + (

1

3
𝑡𝑔𝑥 + 1) (1 + 𝑡𝑔2𝑥) − 1) 𝑑𝑥 = −

2

3
ln|𝑐𝑜𝑠𝑥| +

3

2
(

1

3
𝑡𝑔𝑥 + 1)

2

− 𝑥 + 𝐶  

 
 
Si avrà: 

𝑨(𝝈) = [−
2

3
ln|𝑐𝑜𝑠𝑥| +

3

2
(

1

3
𝑡𝑔𝑥 + 1)

2

− 𝑥]
0

𝜋/4

= −
𝜋

4
+

7

6
−

2

3
𝑙𝑛 (

√2

2
) ≅ 𝟎. 𝟔𝟏 𝒖𝟐 
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