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LICEO SCIENTIFICO SESSIONE STRAORDINARIA 2017 - PROBLEMA 2

Le funzioni g4, g,, 93, g4 SOno definite nel modo seguente:

()_1 5 1
91x—2x 2

g2(x) = |x| =1

gs(x) = —%cos (%x)

ga(x) = In(|x])
1)

Verifica che neipuntix =1 e x = —1 le funzioni g4, g,, g3, g4 condividono le stesse rette
tangenti.

Calcoliamo le derivate delle funzioni:

i/ 1
g1x)=x, g;(x)=1sex>0,g5(x)=—-1sex<0, g;(x)=sen (Ex), gi(x) = p

Cerchiamo i valori che tali derivate assumono in x=1 e x=-1, che equivalgono ai
coefficienti angolari delle rette tangenti:

g =1 gM=1, (D=1 g1)=1

gD =-1 g-D=-1, gs(-D=-1, g(-D=-1

Calcoliamo i valori che assumono le funzioni in x=1 e x=-1:

g1(D=0, g,(1)=0, g3(1)=0, g,()=0

g1(-1) =0, g,(-1)=0, g;(-1)=0, g,(-1)=0

Le tangenti in (1; 0) hanno coefficiente angolare 1, quindi equazione: y = x — 1

Le tangenti in (-1; 0) hanno coefficiente angolare -1, quindi equazione: y = —x — 1
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2)

Dopo aver tracciato i grafici delle funzioni g,, g,,9s, 9. deduci quelli delle funzioni:

_ (In]x], selx| =1
i) = {—gl(x) , selx| <1
_ (In|x| , se|x| =1
fo(x) = {—gz(x) , selx| <1
_ (In]x]|, selx| =1
A=l el <1

classifica gli eventuali punti di non derivabilita di f,, f,, fz e posto

I, = f_efl(x)dx
I, = f_efz(x)dx

I3 = f f3(x)dx

verifica le disuguaglianze: I, < I3 < I,.

Rappresentiamo graficamente le funzioni

1 1 2
g1(x) =zx2—=,9,(x) =Ix| -1 ,93(x) = ——cos Zx , g4 (x) = In(|x|)
2 2 T 2

. . . . 1 .. . is
La prima & una parabola con vertice in (0; - 5), asse di simmetria 'asse y e concavita
verso l'alto.

La seconda si ottiene da y = |x| traslando verso il basso di 1.

N . . 2 . 2 2
La terza & una funzione coseno con periodo T = - = 4 e situata tra —-e:-.
2

La quarta si ottiene da In(x) con I'aggiunta della sua simmetrica rispetto all’asse y.

| quattro grafici sono indicati nelle figure seguenti:
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galz) = In(|z[)

Rappresentiamo ora le tre funzioni f3, f5, f5.
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_ (In]x], selx| =1

flx) = { —g.(x), selx|<1
Ty

X

_ (In|x| selx| =1

fo(x) = {g(x), se |x| <1
Y

In|x| selx| =1

fo(x) = {g(x), se x| <1

<
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Le tre funzioni hanno in x=-1 e x=1 dei punti angolosi; inoltre la funzione f, ha un altro

punto angoloso in x=0.

Posto [, = f_eefl(x)dx, I = f_eefz(x)dx , Iz = f_eefg(x)dx

verifichiamo le disuguaglianze: I, < I; < I,.

-0.51

La dimostrazione della proprieta richiesta segue dal fatto che per |x|>1 le tre funzioni

coincidono e nell’intervallo [-1; 1] risulta:

L<[f3 <[z

3)

Posto
0

h(x) = {91(96):

In(lx]) ,

dimostra che la funzione:

H(x) = f xh(t)dt
0

ammette uno zero nellintervallo [Ve;e|

Y

(]

sex<0
se0<x<1
sex=>1

9

2 1 0 1
h
¢ 0
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Lo zero richiesto & il punto a>1 tale che:

[ncoae=~[ (32 -3)= [ -5, =-[s-3]-3
nx)ax = — X —=]=—=|-x°—=x| =—|-—=| ==
1 0 2 2 6 2 0 6 2 3
Determiniamo per parti una primitiva di In(x):

fln(x)dx =xln(x)—fx-% dx =xln(x) —x+C

Quindi:
2

a 1 a—§
fln(x)dx=[xln(x)—x]ﬁ‘=alna—a+1=§, Ina = m
1

1 e Gl 1 1
Cona=+e siha: lna=Inve== e —2=—23=06>-=

2 a Ve 2

2 2
Cona=e siha: Ilna=lne=1 e %=%EO.8<1

Quindi Ve<a<e
4)

Calcola il volume del solido ottenuto facendo ruotare di g radianti intorno all’asse x la
regione di piano delimitata dalle rette di equazioni x = —1, x = +1 e dai grafici di
g2 € g -

Ricordiamo che il volume del solido ottenuto dalla rotazione di 2 della regione di piano
compresa fra il grafico di una funzione f(x) e le rette x=a e x=b intorno all’asse x & dato
da:
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b
= nf f?(x)dx
a
Se la rotazione € di a radianti il volume V’ si ottiene a partire dalla seguente proporzione:

Vo2 quindi V’—av—aV—af 2(x)d
V—Zﬂ,quml. =5-V=3 —Zafxx

Se la rotazione € quella della regione compresa fra i grafici delle due funzioni f(x) e g(x),
supponendo f e g positive e f(x)>g(x) si ha:

b
=2 [ 12w - g?eonax

Nel nostro caso

1 (x — 1) — (%xz —%)Zl dx =

n 1
V=2 %JO (gﬁ(x)—gf(x))dxw =§f0

—nfl(z 2x + 1 14+12 1)d _z ( 4+32 2+3>d—
—3 X X 4x zx 4 x—3 . 4x 2x X 4 X =

[ e + ]—<1+1 1+3>—n—v
~3 gt —xt 4 gx] =3(-35%3 4) " 15~

Con la collaborazione di Angela Santamaria
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