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LICEO SCIENTIFICO 2019 – CALENDARIO AUSTRALE 
 

 PROBLEMA 1 
 

 
a)  
 

 
 

Studiamo la funzione  𝒚 = 𝒈(𝒙) =
𝟏

(𝟏−𝒙)𝟐
=

𝟏

(𝒙−𝟏)𝟐
 

Il suo grafico si ottiene da quello di 𝑦 =
1

𝑥2
 con una traslazione verso destra di 1. 

La funzione è definita per ogni 𝑥 ≠ 1, dove è sempre positiva, ha l’asintoto verticale 𝑥 = 1, e l’asintoto 

orizzontale 𝑦 = 0.  

Grafico: 

 
 

Rappresentiamo ora la funzione 𝒚 = 𝒉(𝒙) =
𝒃

(𝟏−𝒙)𝟐
=

𝒃

(𝒙−𝟏)𝟐
, 𝒄𝒐𝒏 𝒃 > 𝟎 (𝒑𝒆𝒓 𝒆𝒔𝒆𝒎𝒑𝒊𝒐 𝒃 = 𝟏): 
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La funzione 𝑦 = 𝑓(𝑥) si ottiene mediante semplici simmetrie e traslazioni nel modo seguente: 

 

𝑓(𝑥) = {
−ℎ(𝑥) + 𝑎,          𝑠𝑒 0 ≤ 𝑥 < 1

ℎ(𝑥) + 𝑎, 𝑠𝑒 𝑥 > 1
 

 

(scegliamo per fissare le idee 𝑎 = 4 𝑒 𝑏 = 1): 
 

 
Grafico di 𝒚 = 𝒇(𝒙): 
 

 
 

La funzione f ha i seguenti asintoti: 

 

𝑎𝑠𝑖𝑛𝑡𝑜𝑡𝑜𝑡𝑜 𝑣𝑒𝑟𝑡𝑖𝑐𝑎𝑙𝑒: 𝑥 = 1   𝑒  𝑦 = 𝑎   𝑝𝑒𝑟 𝑥 > 1 

 

Risulta 𝑓(𝑥) = 0 se  𝑎 −
𝑏

(1−𝑥)2
= 0  𝑠𝑒  (1 − 𝑥)2 =

𝑏

𝑎
 , 1 − 𝑥 = ±√

𝑏

𝑎
 , 𝑥 = 1 ± √

𝑏

𝑎
 

 

Esiste 𝑥0, 𝑐𝑜𝑛  0 ≤ 𝑥0 < 1  in modo che 𝑓(𝑥0) = 0 𝑠𝑒     𝑥0 = 1 − √
𝑏

𝑎
≥ 0 , √

𝑏

𝑎
≤ 1,   𝑏 ≤ 𝑎. In particolare 

se 𝑏 = 𝑎 si ha 𝑥0 = 0,  se 𝑏 < 𝑎  𝑠𝑖 ℎ𝑎  0 < 𝑥0 < 1 . 
 



Australe 2019 – Problema 1 3/ 6 www.matefilia.it 

 

 

Determiniamo ora a e b in modo che si abbia 𝑥0 =
1

2
  e che la retta di equazione  16𝑥 + 𝑦 − 8 = 0  sia 

tangente nel punto  (
1

2
; 0) al grafico di f. 

 

𝑥0 = 1 − √
𝑏

𝑎
=
1

2
 ,   √

𝑏

𝑎
=
1

2
  ,   

𝑏

𝑎
=
1

4
  , 𝑎 = 4𝑏   

 

Affinché la retta di equazione  16𝑥 + 𝑦 − 8 = 0 (𝑚 = −16)  sia tangente nel punto  (
1

2
; 0) al grafico di f 

deve essere  𝑓′ (
1

2
) = −16 . 

 

Ma è (per 0 ≤ 𝑥 < 1): 
 

𝑓′(𝑥) = 𝐷 (𝑎 −
𝑏

(1 − 𝑥)2
) = 𝐷(−𝑏(1 − 𝑥)−2) = −2𝑏(1 − 𝑥)−3 

 

𝑓′ (
1

2
) = −2𝑏(8) = −16𝑏 = −16  𝑠𝑒  𝑏 = 1  𝑒  𝑞𝑢𝑖𝑛𝑑𝑖 𝑎 = 4𝑏 = 4 . 

 

 

La funzione richiesta ha equazione: 

 

𝑓(𝑥) =

{
 

 4 −
1

(1 − 𝑥)2
,          𝑠𝑒 0 ≤ 𝑥 < 1

4 +
1

(1 − 𝑥)2
, 𝑠𝑒 𝑥 > 1

 

 

b)  
 

 
 

 
 

 

L’area della regione R si ottiene calcolando il seguente integrale: 

𝐴𝑟𝑒𝑎(𝑅) = ∫ (4 −
1

(1 − 𝑥)2
)

1
2

0

𝑑𝑥 = [4𝑥 −
1

1 − 𝑥
]
0

1
2
= 2 − 2 − (0 − 1) = 1  𝑢2 = 𝐴𝑟𝑒𝑎(𝑅) 
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Il campo elettrico generato dalla superficie 𝜋  è uniforme, ha intensità  𝐸𝜋 =
𝜎

2𝜀0
 , è perpendicolare alla 

superficie ed ha verso uscente dalla superficie stessa.  

Il campo elettrico generato dalla carica puntiforme positiva q ha in un punto P posto a distanza r dalla 

carica intensità 𝐸𝑞 =
1

4𝜋𝜖0
∙
𝑞

𝑟2
 , direzione lungo la congiungente la carica con P e verso uscente dalla carica. 

 

 

c) 
 

 
 

 

Orientiamo la semiretta s dal piano verso P. 

 

Se  0 ≤ 𝑥 < 1 si ha la seguente situazione: 

 

 
La componente del campo elettrico in P lungo 𝑠 è: 

 

𝐸 = 𝐸𝜋 − 𝐸𝑞 =
𝜎

2𝜀0
−

1

4𝜋𝜖0
∙

𝑞

(1 − 𝑥)2
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Se  𝑥 > 1 si ha la seguente situazione: 

 

 

 

 
La direzione del vettore campo elettrico in P è quella della retta s ed ha intensità: 

 

𝐸 = 𝐸𝜋 + 𝐸𝑞 =
𝜎

2𝜀0
+

1

4𝜋𝜖0
∙

𝑞

(𝑥 − 1)2
=

𝜎

2𝜀0
+

q

4𝜋𝜖0
∙

1

(1 − 𝑥)2
 

 

 

Posto 𝑎 =
𝜎

2𝜀0
  𝑒  𝑏 =

q

4𝜋𝜖0
  si ha quindi: 

 

 

𝐸(𝑥) =

{
 

 a −
b

(1 − 𝑥)2
,          𝑠𝑒 0 ≤ 𝑥 < 1

a +
b

(1 − 𝑥)2
, 𝑠𝑒 𝑥 > 1

 = 𝑓(𝑥) 

 

 

N.B. Se P coincide con la posizione di q il campo tende all’infinito. 

 

 

Analizziamo le dimensioni di a e b: 

 

[𝑎] = [
𝜎

2𝜀0
] = [𝐸] = [

𝐹

𝑞
] = [

𝑚𝑎

𝑖𝑡
] = [

𝑀𝐿𝑇−2

𝐼𝑇
] = [𝑀𝐿𝑇−3𝐼−1] 

 

L’unità di misura di a è  𝑁/𝐶. 

 

 

[𝑏] = [
q

4𝜋𝜖0
] = [

q

𝜖0
] = [

𝑞

𝑞2

𝐹 ∙ 𝑠2

] = [
𝐹 ∙ 𝑠2

q
] = [

𝑀𝐿𝑇−2 ∙ 𝐿2

IT
] = [𝑀𝐿3𝑇−3𝐼−1] 

 

L’unità di misura di b è  𝑁 ∙ 𝑚2/𝐶. 
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d) 
 

 
 

 

 

Poiché l’intensità del campo elettrico è espressa dalla funzione f(x), il campo è nullo nel punto 

 

𝑥0 = 1 − √
𝑏

𝑎
  trovato precedentemente, con  𝑎 ≥ 𝑏, 𝑞𝑢𝑖𝑛𝑑𝑖   

𝜎

2𝜀0
≥

q

4𝜋𝜖0
  ,    𝜎 ≥

𝑞

2𝜋
 . 

 

Essendo 
𝑏

𝑎
=

q

4𝜋𝜖0
𝜎

2𝜀0

=
𝑞

2𝜋𝜎
  il punto sulla semiretta s in cui il campo elettrico è nullo è dato da: 

 

 

𝑥0 = 1 − √
𝑞

2𝜋𝜎
  ,   𝑐𝑜𝑛  𝑞 ≤ 2𝜋𝜎  . 

 

 

Se in tale posizione (che si trova tra la posizione di q e la superficie piana) si trova una carica Q in 

equilibrio (le forze elettriche generate dai due campi elettrici si fanno equilibrio) si hanno due possibilità. 

 

 

 
 

 

- se la carica Q è positiva, sottoponendola ad un piccolo spostamento essa tende ad essere respinta sia dalla 

carica positiva q (quindi si sposta verso il basso) che dalla superficie carica positivamente 𝜋 (quindi si 

sposta verso l’alto); perciò Q tende a tornare nella sua posizione di equilibrio, che pertanto è stabile. 

 

- se Q è negativa il suo equilibrio è instabile. Infatti spostandola di poco dalla sua posizione di equilibrio 

tende ad essere attratta o da q (se la spostiamo verso di essa, perché 𝐹𝑞 > 𝐹𝜋) o da 𝜋 (se la spostiamo verso 

𝜋, perché 𝐹𝑞 < 𝐹𝜋) quindi non tende a tornare nella sua posizione di equilibrio. 
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