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LICEO SCIENTIFICO 2019 — CALENDARIO BOREALE
PROBLEMA 2

In uno dei possibili modelli per descrivere 1’effetto della resistenza dell’aria in un moto di caduta libera, si
suppone che il modulo della forza di attrito F, opposta alla forza peso, risulti

F =k [v®]
dove v(t) indica la velocita di caduta all’istante t € k € una costante positiva. Tutte le grandezze fisiche
presenti sono espresse nelle unita di misura del S.I. Nell’ipotesi che tale modello sia applicabile, il modulo

della velocita di caduta in ciascun istante & esprimibile con una funzione della forma

0 =h St
T
dove & e b sono opportune costanti positive.

a)

Determinare le unita di misura della costante k. Verificare che, in questo modello, ’accelerazione
istantanea del corpo e espressa dalla funzione

2hbebt

alt) = Gty 192

mentre una legge oraria che puo descrivere il moto del corpo é

s(t) = &-ln(l + e") — ht
b

Utilizzando, per valori molto grandi di ¢, I’approssimazione 1 + e?® =~ ePt, mostrare che si ha
s(t) = ht. Inoltre, provare che la velocita e crescente e tende al valore limite h.

Determiniamo ’unita di misura della costante k:

il = F _MLT_Z_ML_l i it di mi d'k‘kg
[]_[ﬁ]_ Z.72 = 1, quindi l'unita di misura di e -
Determiniamo ora 1’accelerazione istantanea del corpo.
ebt—1 . ha:
Essendo v(t) = h ~pig S ha
N, bePf(ePty1)—(ePt-1)(bebt) | bebi(ePt+1—eb+1))  2nbelt
a®) =v'(®) = h e = W = B =)
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Ricordiamo che s'(t) = v(t) e nel nostro caso:

ebt
$'() =D [— In(1 + ey — ht] = h S = v(®)

Quindi s(t) = [% In(1 + &™) — ht] e una legge oraria che puo descrivere il moto del corpo.

. N . . d .
La legge oraria puo essere ricavata direttamente notando che, essendo v(t) = d—i, risulta:

. . ebt_l bt_1
ds = v(t)dt, quindi: s=fv(t)dt:fhmdt=hf mdt
Risolviamo I’integrale:

ebt —1
febt+1dt
Poniamo e’ =z, bt =1Inz, bdtzédz, dtzidzquindi:
febt_ld 3 z—1 f z—1

ebt +1 bz(z + 1) z(z + 1)

z—1 _A+ B _A(Z+1)+BZ_Z(A+B)+A: {A+B=1_ {B:Z
z(z+1) z z+1  z(z+1) z(@z+1) A=-1 " l4=-1
z—1 1 2 (z + 1)?
f—dzzj(——+ )dz=—1n|Z|+21nlz+1|+C=ln— +C=

z(z+ 1) z z+1 |z|

=2In|z + 1| —In|z| + C = 21In|e?® + 1| — In|e®*| + € = 2In(e?* + 1) — bt + C
Quindi:

ebt —1 h bt )
s(t) = hf mdt=g[21n(e +1)—bt+C],eponendoC= 0 si ha:

2h
s(t) = 71n(ebt +1)—ht

Utilizzando ’approssimazione 1 + e?® ~ ePt per valori molto grandi di t (in effetti,
set - +oosiha:1 + ePt~ebt), siha:

h 2h ., 2h
s()=—-In(1 + ") — ht = ln(e Y —ht = T(bt) —ht=ht, cv.d.

Vediamo ora quando v(t) e crescente studiando la sua derivata.

' 2hbebt
v'(t) =a(t) =

() = a(®) = =575
Inoltre, se t = +oo, risulta:

>0 perognivalore dit: lavelocita & quindi sempre crescente.

bt __ 1 ebt

v(t)=h T—l—lNhW =h, quindi v(t) >h per t— +x.
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b)

Dopo aver verificato che 1’accelerazione ¢ decrescente e tende a 0 al trascorrere del tempo, fornire
un’interpretazione fisica della situazione fin qui descritta.

mg

k T . . CN
Postoh = [== e b= /Zg dove m indica la massa del corpo e g I’accelerazione di gravita,

verificare che viene rispettato il 2° principio della dinamica. Dedurre, da quanto posto, che he b
hanno, rispettivamente, le dimensioni di una velocita e del reciproco di un tempo.

Verifichiamo che ’accelerazione ¢ decrescente:

a(t) = 2 hbe)z ; a(t), sempre derivabile, & decrescente se a’(t) < 0.
b ebt(ebt + 1)° — ebt[2(ebt + 1)bebt]  2hb? ebt(ebt + 1
a'(t) = 2hb ( ) [ ( ) ] = ( )(eb't +1- Zebt) < 0O se:
(ePt +1)* (ePt +1)*
—ePt+1<0, ePt>=1, bt=0, ¢t=0.

Quindi I’accelerazione ¢ decrescente per t > 0, cioé al trascorrere del tempo.

Verifichiamo a che cosa tende I’accelerazione al trascorrere del tempo, cio¢ per t — +oo :

bt ebt

I lim 2P o i — 2k lim — = o*
t—1>£-noo a(t) = 1+oo (ebt +1)2 t—1>£-noo e2bt t—l>l-’l-nooﬁ

Quindi al trascorrere del tempo 1’accelerazione tende a zero.
Descrizione fisica:

un corpo si muove in caduta libera e, per effetto della resistenza dell’aria, € soggetto ad una forza frenante
bt _

dimodulo F = k - [v(t)]?, con v(t) =h % (h e b costanti positive). La velocita cresce fino al

valore limite h (velocita di regime). Dopo molto tempo (valori molto grandi di t) lo spazio percorso in

funzione del tempo é dato da: s(t) = ht, quindi il moto tende a diventare uniforme. L’accelerazione

del corpo tende ad annullarsi al trascorrere del tempo, a conferma che la velocita tende a stabilizzarsi
intorno al valore di regime v = h.

k .- . . Cs
Posto h = f% e b=2 /Zg dove m indica la massa del corpo e g I’accelerazione di gravita,

verifichiamo che viene rispettato il 2° principio della dinamica, cioé che F = mad.

Durante il moto il corpo & soggetto alla forza peso (verso il basso, consideriamola positiva) ed alla forza di
attrito (che sara da considerare negativa), quindi, il modulo della forza risultante e data da:

-1
F=F —F diattrito=mg —k - [v@)]* =mg —k(h
orza peso — Forza di attrito = mg [v(®)]* = mg < ebf+1>

2

,fe’t -1 mg\° [ et — 1\’ ebt — 1\’
=mg— ko ey ) =Mk ) \erga) T™9mI\ rryg)
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bt 2 obt_ 1)2 bt bt
— mg (eP*+1)" —(e 1) ] — mg [(e 4e ] 4mge

(ebt + 1)2 bt + 1)2 =

Tt 1)

3 4gebt
~ M\ (et 1)?
bt bt
Essendo: 2hb = 4 /%\/% = 4g, risulta; a(t) = 2222 = 29° i ha quindi:
bt

(ebt+1)®  (ebt+1)
4ge
F=m — T | = ma, c.v.d.

Determiniamo le dimensioni fisiche di h e b.

Ricordiamo che;

-2
(k] = [:—2] = IZIZLTT,_Z] = [ML™Y], quindi l'unita di misura di k & %g. Risulta:

h = \/@ , [h] = [ /Aﬁ;z] = [LT~]: quindi h ha le dimensioni di una velocita.

b=2 \/% , [b] = [ Mﬂ] = [T~']: quindi b ha le dimensioni del reciproco di un tempo.

c)

Tracciare, indipendentemente dalla situazione fisica, il grafico I' della funzione v(t) per t € R,
specificandone la simmetria. Dedurre da esso, in modo qualitativo, il grafico della sua primitiva

passante per il punto (0; %ln 2). In particolare, stabilire se la primitiva ammette asintoti obliqui e, in

caso affermativo, scriverne le equazioni, sempre considerando che, per t — 400, si puo ricorrere
all’approssimazione 1 + ePt =~ ebt,

bt_
Studiamo il grafico della funzione y = v(t) = h Zb— indipendentemente dall’aspetto fisico (cioe per

] t+1
ogni t reale).

La funzione é definita per ogni t.
Intersezioni con gli assi: set =0,y =0; sey =0,e’* —1=0,quindit =0
Segno della funzione: sihay > 0se e?* —1>0, e?*>1: bt >0, t>0; y<0set<O0.

Limiti:
bt _
tgglm v(t) = tl_i)r_noo h T —h : y = —h asintoto orizzontale per t > —
bt _ bt
tgrglm v(t) = tl—i>£-noo h T tl_i)rg(}h bt = h : y = h asintoto orizzontale per t = 4+

Non ci sono asintoti verticali né obliqui.
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Risulta:

—bt
e 7t -1
v(—t) =h P (moltiplichiamo numeratore e denominatore per e’ )
e
1-ebt . < g . C e . . . .. . .
=h 5= —v(t): la funzione ¢ dispari, quindi il suo grafico ¢ simmetrico rispetto all’origine degli assi.

Studio della derivata prima. Come gia verificato nel punto a) risulta:

2hbebt

U’(t) =m

> 0 per ognit: grafico sempre crescente, né massimi né minimi.

Studio della derivata seconda. Come gia visto nel punto b) risulta:
. , 2hb? ebt(ePt + 1)

Quindi il grafico volge la concavita verso 1’alto per t<0 e verso il basso per t>0; esso presenta un flesso F
pert=0ed e F = (0;0).

(ebt+1—26bt)2056t50

Grafico:

Ricordiamo che le primitive di v(t) danno s(t) e, come gia visto:
2h
Jv(t)dt =s(t) = ?ln(ebt +1)—ht+C
. .. 2h
Cerchiamo la primitiva passante per (0; 71n 2):

%ln 2= %lnz + C,quindi: C = 0. La primitiva richiesta é:

2h
y=s(t) = Fln(ebt +1)—ht
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Dal grafico di y = v(t) deduciamo (ragionando sul significato geometrico dell’integrale definito come
area e notando che il grafico e crescente) che, per t — 400, y — +oo. La primitiva e una funzione pari
essendo v(t) dispari, quindi il suo grafico ¢ simmetrico rispetto all’asse delle ordinate. Risulta poi

s'(t) = v(t) > 0 pert > 0, quindi s cresce per t > 0 e, per la simmetria suddetta, decresce per t < 0.

Per t = 0 abbiamo il minimo (relativo e assoluto) (0; %m 2).

La derivata seconda s"'(t) € a(t) = v'(t),che € sempre positiva (il grafico di v e sempre
crescente), quindi il grafico di s volge sempre la concavita verso 1’alto.

Stabiliamo se s(t) ha asintoti obliqui (& sufficiente analizzare t — +00). Osserviamo che:

2h 2h
s(t) = ?ln(e f+1) - ht~7(bt) — ht = ht

tim S = i P — tim [Zin(e + 1) — ht — he| =
Jm ——== lim —==h=m; t_l)grnoo[s(t)—mt]—t_l)grnoo[T n(e + )— t— t]_

= tligrn [% (bt) — 2ht] =0 =q: y = ht asintoto obliquo per t - +oo.

Data la simmetria della funzione, per t — —oo ¢’¢ I’asintoto obliquo y = —ht.

Il grafico richiesto e del tipo:

d)

Preso t, > 0, calcolare I’area A della regione R nel 1° quadrante che é delimitata dal grafico T,
dall’asse delle ascisse e dalla retta di equazione t = t,. Stabilire se, per t, = +oo, I’area A tende 0
meno ad un valore finito. Infine, preso = > 0, calcolare il valore dell’integrale
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jja(t) dt

e stabilire il suo comportamento per t — +oo.

Rappresentiamo la regione R:

L’area A della regione R ¢ data da:

bt __ to

A—ftotdt— CRe 1dt—[2hl(1+“) ht] _2Rh o+ ey — heg— 22
=), v@dr= | h Gt =g intl +e , = @+ e = hty=55edn

Stabiliamo se per t, = +o0, I’area A tende 0 meno ad un valore finito:

 2h 2h 2h 2h
lim [7-111(1 +et) — ht0—7-1n2]= lim [7-191:0— hty — = -n2| =

ty—>+o ty—>+o b
~ lim [hty— 22 1n2| =
_tol’l}'loo[ 0 7 n =t

Quindi I’area A tende all’infinito.

Preso T > 0, calcoliamo il valore dell’integrale

fja(t) dt

fra(t) dt = [v(D)]%; = [v(t) —v(—1)] = v(7) + v(7), poiché v(t) édispari.

Quindi: [ a(t) dt = 2 v(r)

Per T — +oo il suddetto integrale tende a 2h (poiché v(t) —» h per t — +o0).

Con la collaborazione di Angela Santamaria

Boreale 2019 — Problema 2 7/ 7 www.matefilia.it




