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SIMULAZIONE SECONDA PROVA SCRITTA - 02 APRILE 2019
Tema di MATEMATICA e FISICA
PROBLEMA 2
Assegnato un numero reale positivo k, considerare le funzioni f e g cosi definite:
f) =x (k- x) g(x) = x*(x — k).
1)

Provare che, qualunque sia k > 0, nell’intervallo [0,k] il grafico di f ha un unico punto di
massimo F(xg,yr) ed il grafico di g ha un unico punto di minimo G(x;,y;). Verificare che
Sl ha XG - sz e yG - —(yF)Z.

Risulta:

£100) 1 (k= %) — V* k—x—2x k—3x>0 <k £0
x)=—=(k—x)—vx = = >0 se x<z, conx=#0.
2Vx 2v/x 2Vx 3

.. . \ k k -
Quindi la funzione é crescente per 0 < x < 3 € decrescente per 3<X= k: la funzione f ha

.- . . k k 2 k T 1 2 k
quindi un massimo (unico) per x = 5 con f(g) = gk\g , quindi F = (Ek; 5k\£>.

Analizziamo la funzione g:

2
g'(x) =2x(x— k) +x?=3x2—-2kx >0 se x <0 vel x2§k

La funzione g, nell’intervallo [0, k], & quindi decrescente per 0 < x < gk e crescente per

2 - indi ini i _2 21 = _ 4 3.
3k < x < k : g ha quindi un minimo (unico) per x = 3k con g(3k) = 27k ;
2p. 23
G(3k’ 27k )
. . 2 1 4 k 4 i 4
QUIndl:xG=§k=2xF:2(§k), y,§=6k2-§=2—7k3,perao:y6=—;k3:—y§
2)

Verificare che, qualunque sia k > 0, i grafici delle due funzioni sono ortogonali nell origine,
vale a dire che le rispettive rette tangenti in tale punto sono tra loro ortogonali. Determinare per
quale valore positivo di k i due grafici si intersecano ortogonalmente anche nel loro ulteriore
punto comune.
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Risulta: f{(0) — +oo (tangente verticale), g'(0) = 0 (tangente orizzontale): quindi le tangenti
nell’origine sono ortogonali.

Cerchiamo I'ulteriore intersezione tra i grafici di fe g:

{y=\/¥(k—x)

o , Vx (k—x) =x%(x — k),da cui,oltre a x = 0, troviamo x = k
y=x“(x—k)

Oltre che nell’origine quindi i grafici di f e g si intersecano nel punto A=(k; 0). Risulta:

f'(k) = —Vk , g'(k) = k%. Deveessere f'(k) - g'(k) = —1, quindi: ( —Vk)(k?) = -1,
k> =1, pertanto k = 1 (per tale valore di k i grafici di f e g sono ortogonali in A).

D’ora in avanti, assumere k = 1. In un riferimento cartesiano, dove le lunghezze sono espresse
in metri (m), ['unione degli archi di curva di equazioni'y = f(x) e y = g(x), per x € [0, 1],
rappresenta il profilo di una spira metallica. Sia S la regione piana delimitata da tale spira.

Per k=1 si ha:

f)=vx(1—-x) e gx)=x%*(x—1) , intervallo[0;1]
Studiamo sommariamente le due funzioni nell’intervallo richiesto.
fX)=vx(1-x), 0<x<1
Nell’intervallo richiesto la funzione & sempre non negativaed é: f(0) = f(1) = 0.

La funzione & continua, non derivabile in x=0 come gia visto, ed & f;(0) — +oo (tangente

verticale); risulta poi: f'(x) = 13X f'(1) = —1. Come gia visto con k generico, f ha un

2vx
massimoin F = (=; 2 |2). Derivata seconda: £ (x) = 2= < 0 in (0;1] .
3’ 343 4x~\/x ’
Il grafico di f € quindi del tipo:
Y
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Simulazione 02 aprile 2019 2/ 6 www.matefilia.it

Problema 2




gx)=x*(x-1), 0<x<1

Si tratta di una cubica, continua e derivabile su tutto R, con g(0) = g(1) = 0; come gia visto con k

generico, si ha: g'(x) =3x2—-2x, g’'(0) =0, g'(1) =1, minimoin G = (5 —%). Derivata

R~ _ _ 1 _1 . . l _i
seconda: g""'(x) =6x—22>0 perx23, x—spunto di flesso : (3, 27).

Grafico di g:

Il profilo della spira e quindi il seguente:

Y

Calcoliamo I’area della spira:

1 1
Area(S) =f [f(x) — g(x)] dx =f [Vx (1—x) —x%(x — D]dx =
0 0
:fl[\/;+x2—x\/§—x3]dx=fl[x%+x2—x%—x3]dx=
0 0

[3x2+ X ——x2——x]

NUJ)—\

1 7
= e— e —— —— — —_— — 2 i
=3 + 3 T 1-20 (0.35) m* = Area(S)
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3)

Supponendo che nella regione S sia presente un campo magnetico uniforme, perpendicolare al
piano di S, avente intensita B, = 2,0 - 10~2 T, verificare che il valore assoluto del flusso di tale
campo attraverso S & paria 7,0 - 1073 Wb.

Il valore assoluto del flusso attraverso S € dato da:

®5(By) = By Area(S) = BoS = (2,0- 1072 T)(0.35m?) = 7,0- 1073 Wh

4)

Supporre che la spira abbia resistenza elettrica R pari a 70 2 e che il campo magnetico,
rimanendo perpendicolare al piano di S, a partire dall’istante t, = 0 s, inizi a variare secondo
la legge:

B(t) = By e “t cos(wt), con w =m rad/s

e t > 0 espresso in secondi (S). Esprimere [’intensita della corrente indotta nella spira in
funzione di t, specificando in quale istante per la prima volta la corrente cambia verso.

Qual ¢é il valore massimo di tale corrente per t > 0 ? Spiegare quale relazione esiste tra la
variazione del campo che induce la corrente e il verso della corrente indotta.

Per la legge di Fraday- Neumann-Lenz si ha:

. 1 do(B(1))

W= "a

Risulta:

do(B(t)) d _ _ _

—5 E(BOS et cos(wt)) = —wByS e “t cos(wt) — wByS e ®tsen(wt) =

= —wByS e~ *(cos(wt) + sen(wt)) = —wB, e~ ** (\/Esen(wt + %))
Quindi:

i(t):_l.wzi

R~ dt 70
— i . . -3 ,—mt E — . —4 -1t E —
=23 7,0-10 e V2sen (nt + 4) =(m-107%)e V2sen (nt + 4) =

= (m-107%) e‘”t(cos(nt) + sen(nt))

wByS et (\/Esen (a)t + %)) =
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La corrente cambia il verso la prima volta nel primo istante in cui si annulla, cioé quando:

T T 1 3
sen(nt+z)=0, T[t+Z:kT[' t=k—Z=Z=O.755

(prendendo k = 1 si ha il primo valore positivo di t)

Osserviamo che (a meno di una costante moltiplicativa positiva) il grafico di i(t) e simile a quello
della funzione f(x) = e~™ sen (nx + g) che & il seguente:

v

-0.2 0 02 04 06 1 1 16 18 2 22

011 f(x) =™ \‘m(r_r } IT)

Per trovare il valore massimo di i cominciamo con osservare che i(t) ha infiniti massimi ed infiniti
minimi relativi per effetto del fattore “smorzante” e ™™ (che tende a zero per t che tende a +c0): i
massimi vanno diminuendo ed i minimi vanno aumentando. 1l massimo di i sara quindi il primo
dei massimi relativi che si ha per t=0. Quindi:

Lmassima = i(O) = (7-[2 ’ 10_4) A

Studiamo la derivata prima di i(t) = (m - 107*) e ™ (cos(nt) + sen(mt)).

i'(t) = (m- 107" [~ e ™ (cos(nt) + sen(nt)) + e ™ (—msen(nt) + ncos(nt))] =

= (m?-107*) e ™[-2sen(nt)] = (=212 - 107*) e "sen(nt) > 0 se sen(mt) <0,
sen(mt) <0: m+2kn<mt<2m+2km, 1+2k<t<2+2k:

sek=0: 1<t<2, sek=-1l:-1<t<0, sek=l:3<t<4

Quindi, ricordando che t > 0, risulta:

') >0per 1<t<2 e i'(t) <0 per 0<t<1aquindi:

i(t) e decrescente da 0 a 1 e crescente da 1 a 2: il primo massimo (che é il massimo assoluto, come
notato prima) si ha percio pert = 0, ed € i,,45simg = i(0) = (% -107%) A.
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Relazione tra la variazione del campo che induce la corrente e il verso della corrente
indotta:

Se il campo aumenta, aumenta il flusso quindi, per la legge di Lenz, il verso della corrente indotta
e tale da opporsi a tale aumento: il suo verso é tale da produrre un campo magnetico che ha verso
opposto a quello del campo che 1’ha generata. Se il campo diminuisce, diminuisce il flusso quindi,
sempre per la legge di Lenz, il verso della corrente indotta é tale da opporsi a tale diminuzione: il
suo verso ¢ tale da produrre un campo magnetico che ha lo stesso verso del campo magnetico che

I’ha generata.

Con la collaborazione di Angela Santamaria
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