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LICEO SCIENTIFICO AUSTRALE 2 ORDINARIA 2023 - QUESTIONARIO
QUESITO 1

Data una circonferenza di centro O, siano PA e PB i segmenti di tangente alla circonferenza condotti da un
suo punto esterno P. Dimostrare che il quadrilatero AOBP ha le diagonali perpendicolari.

Osserviamo che i triangoli rettangoli OAP e OBP sono congruenti, avendo 1’ipotenusa OP in comune ed i
cateti OA ed OB congruenti perché raggi della stessa circonferenza. Segue che gli angoli corrispondenti
AOP e BOP sono congruenti. Il triangolo AOP ¢ isoscele sulla base AB (OA ed OB congruenti). OH é la
bisettrice dell’angolo al vertice O, pertanto, per una nota proprieta dei triangoli isosceli, OH e anche altezza
relativa alla base AB: pertanto OP ed AB sono perpendicolari c.v.d.

QUESITO 2

E data un’urna contenente 10 palline bianche e 6 palline nere. Calcolare la probabilita che:
e Estraendo una pallina, sia di colore nero;
e Estraendo due palline contemporaneamente, siano entrambe di colore nero;
e Estraendo due palline contemporaneamente, siano di colore diverso.

Calcoliamo la probabilita che, estraendo una pallina, sia di colore nero.

3_ —_—
P=1c= 5—0.375 =375%

Calcoliamo la probabilita che, estraendo due palline contemporaneamente, siano entrambe di colore
nero.

Il numero di coppie favorevoli ¢ dato da: Cs, = (5) = 15.
Il numero di coppie possibili & dato da: C;4, = (%) = 120.
15 1

Quindi: p = 0T 5 0.125 = 12.5 %.
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Calcoliamo la probabilita che estraendo due palline contemporaneamente, siano di colore diverso.

Il numero di coppie favorevoli € dato da: 10 - 6 = 60.
Il numero di coppie possibili & dato da: C;6, = (%) = 120.
60 1

Quindi: p = 0T 5 0.50 = 50 %.

QUESITO 3

Determinare le coordinate della proiezione ortogonale H del punto 4 (4,—1, 1) sul piano
. 3x — 2y + z = 1. Determinare le equazioni cartesiane del luogo geometrico dei punti di 7z che hanno
distanza 3v2 da A.

H ¢ I’intersezione fra la normale n al piano 7 passante per A ed il piano stesso. La normale ha vettore
(3; -2; 1), che sono i coefficienti di x, y e z dell’equazione del piano. Essa ha quindi equazioni
parametriche:

x =x9+ 1t x=4+3t
n:{y=y0+mt, {y=—1—2t
Z:ZO+nt Z:1+t

Intersecando col piano : 3x — 2y + z = 1 otteniamo:
344+3t)—2(-1-2t)+(1+t) =114t +15=1,t =—-1:H = (1,1,0)

Determiniamo le equazioni cartesiane del luogo geometrico dei punti di 7z che hanno distanza 3v2 da
A.

Il luogo si ottiene intersecando la sfera S di centro A e raggio 3v2 con 7, quindi sara una circonferenza del
piano dato.

S: (x—4)?+(+1)?+(z—-1)2=18; x> +y2+2z2—-8x+2y—2z2=0
Il luogo richiesto e quindi la circonferenza (con centro in H) di equazioni:

{x2+y2—|—22—8x+2y—2220
3x—2y+z=1

N.B.

Indicato conr = HP (con P punto della circonferenza appartenente al piano e alla sfera) il raggio della
circonferenza, con R quello della sfera, con H il centro della circonferenza, risulta:

r2 = HP? = AP? — AH?
Infatti il triangolo AHP ¢ rettangolo in H. Calcoliamo AH, distanza di A dal piano m:

m_Iaxo+byo+czo+d|_|12+2+1—1|_ 14
va? + b? + c? Vo+4+1 V14

V14
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Pertanto:
- 2
r?=AP2 - AH*=R*-(V14) =18-14=4.

Quindir = 2.

Il luogo geometrico dei punti di 7 che hanno distanza 3v2 da A ¢ la circonferenza del piano m di
centro H = (1,1,0)eraggio?2.

QUESITO 4

E data la parabola di equazione f(x) = —3x? + 6x. Determinare le coordinate del punto P appartenente
alla porzione di curva f(x) nel | quadrante tale che sia massimo il prodotto delle distanze di P dagli assi
cartesiani.

La parabola ha asse verticale, vertice (1; 3), taglia I’asse delle x in (0; 0) e (2; 0), e I’asse delle y in (0; 0).

T ogmmmmm o
>

4

Posto P = (x; —3x2 + 6x),con 0 < x < 2 ed indicati con A e B le proiezioni di P sugli assi cartesiani,
deve essere:
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y = PA-PB = max
Risulta: y = |x| - |-3x2 + 6x| = x(—3x?% + 6x),con 0 < x < 2.

y=-3x3+6x?% y' =—-9x%2 +12x > 0 se 3x?> —4x < 0: 0 < x < 4/3. Pertanto:

4 4 . . N . 4 . .
ycresce per 0 < x < Jxe decresce per 3<Xx< 2. Quindi y e massima se x = 3 Per tale valore di X si

hay = %(—% + 8)) = %(g) = %. Percio:

Le coordinate del punto P appartenente alla porzione di curva f (x) nel | quadrante tale che sia massimo il
prodotto delle distanze di P dagli assi cartesiani sono: G g) I massimo prodotto é uguale a 39—2

QUESITO 5

Gli angoli di un triangolo, inscritto in una circonferenza di raggio 7 m, hanno ampiezze @, e y.
Sapendo che a = % e che cosB = % determinare il valore di seny e l’area del triangolo ABC.

Rappresentiamo il triangolo inscritto nella circonferenza:

Dati R=7, a == ,cos =1
6 7

Risulta:y =m —%— B = 2" — B, quindi:

_ (5 )_ 5 5 _1(1>+\/§
seny = sen 6n L) =sen 6ncosﬂ cos67r senﬁ—2 Z > sen .

Calcoliamo sen B (che &€ > 0, perché 0 < B < /2, essendo cos 8 positivo):

1,2 48 4
sen B =4/1—cos?f = 1—(7> = 527\/3_’
Quindi
V3 /4 1 12 13
seny =53+ (5V3) = + 15 =13 = senv

. . 13
Il valore di seny e v
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Calcoliamo ’area del triangolo ABC.

Per il Teorema della corda si ha: BC = 2R sen a = 14 % m = 7m = BC (aconferma che BC & una
corda che insiste su un angolo alla circonferenza uguale a %, quindi BC = R).
Per lo stesso Teorema si ha:

— 13
AB = 2R seny = 14 -ﬁz 13m
Quindi:

Area(ABC) == 4B -BC senf = %(13)(7) (;ﬁ) =263 m?

N =

L area del triangolo ABC é 26 \/3 m?.

QUESITO 6

Assegnata la curva y = ax3 + bx? + cx + d, determinare i valori dei parametri reali in modo che passi
per A(—1,—3), B(1,—1) e risulti tangente in €C(0,1) alla retta t: y = 2x + 1. Determinare infine le
coordinate dell ulteriore punto Q di intersezione tra la curva e la retta t.

Passaggio per A(—1,-3): —3=—a+b—c+d
Passaggioper B(1,—-1): —1=a+b+c+d
Passaggio per €(0,1): 1=d

Per essere tangente a t: y = 2x + 1in €(0,1), deve essere £'(0) = 2. Ma é: f'(x) = 3ax? + 2bx + ¢
quindi: 2 = c.
Abbiamo quindi il sistema:

—-3=—-a+b—-c+d —3=—-a+b-2+1 —2=-a+b -3=b
—l=a+b+c+d . —1l=a+b+2+1 . —4=a+b . —1=a
1=d ’ 1=d ’ 1=d ) 1=d
2=c 2=c 2=c 2=c

La curva assegnata ha quindi equazione: y = —x3 — 3x2% + 2x + 1.

Determiniamo le coordinate dell’ulteriore punto Q di intersezione tra la curva e la retta t.

{ y=2x+1 { y=2x+1
y=—x3=3x>+2x+1"2x+1=—-x3-3x2+2x+1

Risolviamo la seconda equazione:
x3+3x2=0: x =0 (doppia)e x = —3.

Con x = 0 otteniamo €(0,1), con x = —3 otteniamo Q = (—3; —5)

L’ulteriore punto Q di intersezione tra la curva e larettat € quindi: Q = (—3; —5).
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QUESITO 7

Dimostrare che la regione finita di piano contenuta nel primo quadrante, delimitata dagli assi cartesiani

Kk— . In2
~_ con k > 0, ha area costante paria — — —.
x24+k2 4 2

edallacurva y =

La curva taglia I’asse delle ascisse in x = k > 0 e I’asse delle ordinate in y = % .

Inoltre y > 0 per x < k. La regione richiesta é del tipo:

Y

1

Quindi I’area si ottiene calcolando il seguente integrale:

kg —x ko k ko x
Are”fo md“fo mdx‘fo ke

Cerchiamo una primitiva di y = ey

1
[t i [ [y ()
X = X=|—F———5 X = | —_—zadx=arctg \;)+¢
X2 + k2 2 (44 X2 .f x)? f Xy’ k
k (1+p) k(”(%)) 1+ (%)

: Lo . X
Cerchiamo una primitiva di y = ——

x 1 2x 1 2 2
| dx=3) mage dx =g + i)
Pertanto:

2 _fk k—x d _fk k d fk X d _[ ; (x)]k
T v T e T e T LI,

= arctg(1) — 0 — Bln(Zkz) - %lnkz] - %— [lnw/(Zkz) —In k] = % - (lm/i + Iny/(k2) — an)) =

- Eln(xz + kZ)]: =

1 T In2
—Eln2=———:AT€a c.v.d

T T
=5~ (2 +Ink—Ink) = - InV2 = i

T
4
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QUESITO 8

Data la funzione f(x) =

Tpo—cx 0N a>0,b>0 ec>0,determinare a, b, c sapendo che f(x) ha

come asintoto orizzontale la retta y = 5 e che il grafico di f(x) é tangente, in x = 0, alla retta di
equazione y = Ex + 1.

Risulta:

. a a a N . .

lim The= = [1+be+°°] = LT.O] = 0 ( per x » —oo y = 5 non ¢ asintoto orizzontale)
X——o00

dmoT Ze—cx - [1 n Ze—w] - [1 i 0] -4

Quindi, affinché ci sia I’asintoto orizzontale y = 5, deve essere a = 5 (I’asintoto orizzontale ¢’¢ solo
per x — +o0).

Dall’equazione della retta y = %x + 1 troviamo che per x = 0 si ha y = 1. Quindi il punto di tangenza
o T = (0; ico di = e _ 5

eT = (0;1). Il graficodi f(x) = =T
1+b=5, quindi b = 4.

a

PR deve quindi passare per tale punto: 1 =

5

Percio la funzione ha equazione del tipo: f(x) = Trae—o

Siccome il grafico di f(x) deve essere tangente alla retta data in T = (0; 1), si ha:
f'(0) = g = m(retta).
Ma:
—5(—4ce™%%) 20 2 1
f’(X) = ﬁ ed f’(O) = Z_SC = o percio: ¢ = >

Risulta quindi: a =5, b=4 e c=.

Con la collaborazione di Angela Santamaria
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