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Si consideri la funzione

e|x|+a

falx) = x|+ a

con a parametro reale.

a)
Dimostrare che:
- fyeunafunzione pari Va € R;
- fahadominio D = R se e solo sea > 0;

- f, éderivabilevx e R seesolose a=1;

Si ponga, d’ora in avanti, a = 1.

Dimostriamo che f, & pari per ogni valore di a.

|-x|+a - |x|+a

Dimostriamo che f, e derivabile vx e R seesolose a = 1.

e—x+a

, sex <0
—-x+a
ea

fa={—, sex=0

a
ex+a

, sex>0
xX+a

Dimostriamo che f, ha dominio D = R se e solo sea > 0.

e|x|+a
fh(x)::|x|+_a
el—xl+a elxl+a o i . . i .
fa(=x) = = = f,(x): quindi la funzione & pari per ogni valore di a.

Il dominio della funzione é dato da: |x| + a # 0; cio avviene per ogni x se e solo se a > 0.
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Siccome se a = 0 non esiste f,(0), la funzione non puo essere derivabile Vx € Rse a = 0.
Per essere derivabile su tutto R dobbiamo quindi porre a # 0.

Osserviamo che se x < 0 la funzione non é definita quando —x + a = 0, x = a. Quindi non puo essere
a < 0, perché altrimenti la funzione non € continua in x = a.

Osserviamo che per a > 0 la funzione ¢ derivabile per x < 0 e per x > 0 essendo:

_o—Xxtay( _ —-x+a
sex <0: y' =8 ()_(fo;)” , che esiste per ogni x # a (sempre verificato perché a > 0)

x+a _ox+a
sex>0:y =% )(ix:aa))z ®__ che esiste per ogni x # —a (sempre verificato perché a > 0)

La funzione € derivabile su tutto R se e solo se o & in x = 0. Osserviamo che per x = 0 la funzione ¢
continua, essendo:

e—x+a ea x+a

lim =—= lim
x=0"—Xx 4+ a a x-0tx 4+ a

= f2(0)

Per la condizione sufficiente di derivabilita la funzione sara derivabile in x = 0 se:
lim f'(x) = lim f'(x) = [ (finito)

x—0~ x-0%

(—e ™tV (—x + a) + e **4 B —e%a) + e? B e? ( n
(—x + a)? B a? T a? @

A =

. , i @Y (x+a)-e*t? e%(a)-e® et _
;}Lrglj () = xIL%L (x+a)? =T Tz d-a.
Deve quindi essere:
ea ea
—?(a—l):—?(l—a), dacui: a—1=1-—a, a=1.

Abbiamo quindi dimostrato che f, & derivabile Yx € R se e solose a = 1.

b)

Studiare la funzione f; e tracciare il suo grafico rappresentativo I'.

e|x|+1

filx) = x|+ 1

Ricordiamo che il grafico della funzione f(|x|) si ottiene da quello di f(x) confermando la parte del
grafico di f(x) che si ha per x > 0 e ribaltando tale parte rispetto all’asse delle ordinate.
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x+1
Nel nostro caso, posto f(x) = ZT risulta f;(x) = f(|x]), per ottenere I & sufficiente studiare la funzione:

y=flx) =2

x+1

ex+1

Studiamo quindi la funzione y = f(x) = —

Questa si ottiene dalla piu semplice y = g(x) = 67 con una traslazione verso sinistra di vettore (-1; 0).

X
Procediamo quindi con lo studio della funzione y = 67
Dominio: —o<x <0 U 0<x <+
Non ci sono intersezioni con gli assi cartesiani.
La funzione non é pari né dispari.

E’ positiva per x > 0 e negativa per x < 0.

Calcolo dei limiti alla frontiera del dominio:

+ oo
—= [ ] =07, hm —= [—] = +oo (e* e infinito di ordine superiore rispetto ad x).
x—+00 X + oo
,35517:[0_—]:‘“” Jlim, & =[] = +=
Asintoti:

Asintoto verticale x = 0. Asintoto orizzontale y = 0 per x - —oo.

Possibile asintoto obliquo per x — +co.

ex)

- X

lim (L = lim = = +o (e* & infinito di ordine superiore rispetto ad x%): no asintoto obliquo.
xX—>+oo X X—>+00 X

Studio della derivata prima:

e*(x) —e*(1) e*(x—1)
x? T a2

g9'(x) =
g'(x) =0 per x = 1: punto stazionario.

gx)>0perx>1, g'(x)<0 perx<0e 0<x<1.

La funzione e quindi decrescente per x <0 e 0 < x < 1 e crescente per x > 1.
x = 1 & punto di minimo relativo (con ordinatay = e): m = (1;e).

Studio della derivata seconda:

[eX(x — 1) + e*(1)]x? — e*(x — 1)(2x) eX(x? —2x +2)
- == e

g"(x) =
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Essendo x2 — 2x + 2 > 0 per ogni X (il discriminante & minore di zero), la derivata seconda ¢ positiva per
x > 0 (concavita del grafico verso I’alto) e negativa per x < 0 (concavita verso il basso).
Non ci sono flessi.

Il graficodiy = g(x) = ex_x e quindi il seguente:

-3 - -1 0 1 2

e’
_(j(.]") - -1
€T

x+1
Il graficodiy = f(x) = ZT si ottiene dal precedente traslandolo a sinistra di 1 (taglia 1’asse delle
ordinate in y = e, che ¢ minimo relativo per x = 0).

L2
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&
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elxl
L SI ottiene (come gia detto) da
quello di f confermando la sua parte a destra dell’asse delle ordinate e rlbaltandola a sinistra dello stesso
asse:

Infine, il grafico Il grafico I (in verde) della funzione richiesta f;(x) =

¢)

Determinare l’equazione della retta tangente al grafico T’ nel suo punto di ascissa 1.
( ) e|x|+1
x) =

h |x| +1

2
Il punto richiesto ha coordinate P = (1%)

e*+1(x+1)—e**1 xex+1

(x+1)2 T (x+1)?

Ricordiamocheper x >0¢ f;(x) = : qumdl fli1(x) =

2

Il coefficiente angolare della tangente in P & quindi: m = f';(1) = e: .

2 2 2
Tangente in P: y—%:%(x—l), y=%x+%e2

d)

A partire dal grafico di T, dedurre il grafico Q della curva di equazione g(x) = m Determinare [’area

della regione finita di piano delimitato da (), dall ‘asse delle ascisse e dalle rette x = —1 ex = 1.

|x|+1

x| +1°

filx) = g(x) =

1(x)
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Studiamo la funzione g(x), a partire dal grafico di f; (x).
Dominio: tutto R (f; (x)é sempre positiva)

Essendo f; (x) pari, anche g(x) sara pari (grafico simmetrico rispetto all’asse delle ordinate).

Intersezioni con gli assi cartesiani:

1 _ o . , .
sex=0 g(0) = ok 04.Sey =0 o = mai (non viene intersecato 1’asse delle ascisse).

1 1
1

Segno:
Essendo f; (x) > 0 sempre, anche g(x) > 0 sempre.

Limiti agli estremi del dominio —oo < x < 40

1
lim g(x) = lim +—oo] = 0*:y = 0 asintoto orizzontale.

ondl
x=oo xe fi ()
Monotonia;
1
fi(x)
1
f1(x)

Per x < 0 f;(x) é positiva e decrescente, quindi g(x) = sara positiva e crescente.

Per x > 0 f;(x) e positiva e crescente, quindi g(x) = sara positiva e decrescente.

x = 0 e punto di minimo relativo per f; (x), quindi sara punto di massimo relativo per g(x) e la sua
ordinata & é

Il grafico di g(x) sara quindi del tipo (blu a tratto pieno) indicato nella seguente figura:

+
‘\‘ Y ’,‘
b s
;ﬁe-‘l r I,‘
J’Al[-r) = N 1~‘ 3 "'
] + .. .
______
2
1
Q
2 1 0 1 2
1
9(z) = —
[+
-1
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Osserviamo che il grafico € di g(x) ha due flessi (simmetrici rispetto all’asse delle ordinate, le cui ascisse
perd non possono essere dedotte dal grafico di f; (x). Effettuando il calcolo diretto, di cui diamo solo il
risultato, per x > 0 si ottiene:

g"'(x) = :;11 da cui si deduce che x = 1 & il punto di flesso per x > 0 (per la simmetria detta sopra, 1’altro

punto di flesso ha ascissa x = —1).

Dobbiamo ora determinare ’area della regione finita di piano delimitato da ), dall’asse delle ascisse e
dallerette x =—-1 ex=1.

Per la simmetria di Q rispetto all’asse delle ordinate 1’area richiesta € il doppio dell’area della regione
rappresentata nella figura seguente:

a=033 X

L’area richiesta ¢ quindi data da:

1
Area = 2]
0

Tx+1
gx)dx = ZJ; mdx

x+1
eX+1

Cerchiamo una primitiva di = (x + 1)e~*1 integrando per parti:

f(x +De* 1 dx = j(x +D(—e* ' dx= [(—e* DH(x+1) - f(l)(—e‘x‘l)dx] =

=—(x+De*l—e*l=—e*x+2)+c

Quindi:

6

> = 0.6 u® = Area

'x+1 1 1 2 1
Areasz —7rdx =2[-eT T (x +2)]g =2(-3e7" +2e7) =——
0 €

YIS

e

Con la collaborazione di Angela Santamaria
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