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LICEO SCIENTIFICO PNI SUPPLETIVA 1999 - PROBLEMA 2 
 

In una semicirconferenza è inscritto un triangolo rettangolo ABC di base AB = 2 . Si 

tracci la semiretta parallela alla base AB passante per C e che non interseca la 

circonferenza. Sia D il punto su tale semiretta per cui è CD AC= . 

 

a)  

Trovare la funzione f(x) che esprime la differenza tra le aree dei triangoli ABC e 

BCD in funzione dell’angolo BAC = x. 

 

 
 

𝐴𝑟𝑒𝑎(𝐴𝐵𝐶) =
𝐴𝐵 ∙ 𝐶𝐻

2
=

2 ∙ 𝐴𝐶 sin 𝑥

2
= 𝐴𝐶 sin 𝑥 = 2 cos 𝑥 sin 𝑥 

 

𝐴𝑟𝑒𝑎(𝐵𝐶𝐷) =
𝐶𝐷 ∙ 𝐶𝐻

2
=

𝐴𝐶 ∙ 𝐴𝐶 sin 𝑥

2
=

𝐴𝐶2 sin 𝑥

2
=

4 cos2 𝑥 sin 𝑥

2
= 2 cos2 𝑥 sin 𝑥 

 

𝑓(𝑥) = 𝐴𝑟𝑒𝑎(𝐴𝐵𝐶) − 𝐴𝑟𝑒𝑎(𝐵𝐶𝐷) = 2 cos 𝑥 sin 𝑥 − 2 cos2 𝑥 sin 𝑥 = sin 2𝑥 − 2 sin 2𝑥 cos 𝑥 = 

 

= sin 2𝑥 (1 − cos 𝑥) = 𝑓(𝑥), 0 ≤ 𝑥 ≤
𝜋

2
 

 

 

b) Rappresentare il grafico della funzione y = f(x) con 

)cos1(2sen xxy −=  

     nell’intervallo [0, 2]. 

 

Osserviamo che la funzione è continua e derivabile in tutto l’intervallo e che è periodica 

con periodo 𝑇 = 2𝜋. 

 

Intersezioni con gli assi cartesiani 

Se 𝑥 = 0, 𝑦 = 0. 

Se 𝑦 = 0, sin 2𝑥 (1 − cos 𝑥) ; 𝑞𝑢𝑖𝑛𝑑𝑖:  
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sin 2𝑥 = 0, 𝑑𝑎 𝑐𝑢𝑖 2𝑥 = 𝑘𝜋, 𝑥 = 𝑘
𝜋

2
 𝑒 𝑛𝑒𝑙 𝑛𝑜𝑠𝑡𝑟𝑜 𝑖𝑛𝑡𝑒𝑟𝑣𝑎𝑙𝑙𝑜:  

 

𝑥 = 0, 𝑥 =
𝜋

2
 , 𝑥 = 𝜋, 𝑥 =

3

2
𝜋 𝑒 𝑥 = 2𝜋  

 

1 − cos 𝑥 = 0, cos 𝑥 = 1,  𝑥 = 0, 𝑥 = 2𝜋. 

 

 

Segno della funzione 

 

sin 2𝑥 (1 − cos 𝑥) ≥ 0, sin(2𝑥) ∙ 2 sin2 (
𝑥

2
) ≥ 0 𝑠𝑒   sin(2𝑥) ≥ 0 𝑒 sin (

𝑥

2
) = 0 ; 

sin(2𝑥) ≥ 0: 0 ≤ 𝑥 ≤
𝜋

2
 , 𝜋 ≤ 𝑥 ≤

3

2
𝜋  

sin (
𝑥

2
) = 0: 

𝑥

2
= 𝑘𝜋, 𝑥 = 2𝑘𝜋, 𝑑𝑎 𝑐𝑢𝑖:  𝑥 = 0 , 𝑥 = 2 𝜋 

La funzione è quindi positiva in: 0 < 𝑥 <
𝜋

2
 , 𝜋 < 𝑥 <

3

2
𝜋 , 𝑠𝑖 𝑎𝑛𝑛𝑢𝑙𝑙𝑎 𝑝𝑒𝑟  𝑥 = 0,

𝜋

2
, 𝜋,

3

2
𝜋, 2𝜋  

La funzione è negativa nel resto del dominio (0; 2𝜋). 

 

Limiti: non occorre calcolare limiti perché, come già detto, la funzione è continua e derivabile 

in tutto il dominio. 

 

Studio derivata prima 

 

f(x) = sin 2x (1 − cos x) ;  𝑓′(𝑥) = (2 cos 2𝑥)(1 − cos x) + (sin 2𝑥 )(sin 𝑥) = 
 
= 2(2 cos2 𝑥 − 1)(1 − cos x) + 2 sin2 𝑥 cos 𝑥 = ⋯ = −6 cos3 x + 4 cos2 x + 4cos x − 2 

 

Quindi 𝑓′(𝑥) = −6 cos3 x + 4 cos2 x + 4cos x − 2 ; 𝑠𝑖 𝑎𝑛𝑛𝑢𝑙𝑙𝑎 𝑝𝑒𝑟 cos 𝑥 = 1, e abbassando  

 

di grado con la regola di Ruffini otteniamo: 

 

𝒇′(𝒙) = (𝒄𝒐𝒔 𝒙 − 𝟏)(−𝟔𝒄𝒐𝒔𝟐𝒙 − 𝟐𝒄𝒐𝒔 𝒙 + 𝟐) 

 

Risulta 𝑓′(𝑥) = 0 (𝑝𝑢𝑛𝑡𝑖 𝑎 𝑡𝑎𝑛𝑔𝑒𝑛𝑡𝑒 𝑜𝑟𝑖𝑧𝑧𝑜𝑛𝑎𝑡𝑎𝑙𝑒 𝑑𝑒𝑡𝑡𝑖 𝑎𝑛𝑐ℎ𝑒 𝑝𝑢𝑛𝑡𝑖 𝑠𝑡𝑎𝑧𝑖𝑜𝑛𝑎𝑟𝑖)  
 
𝑠𝑒 cos 𝑥 = 1 : 𝑥 = 0 𝑒 𝑥 = 2𝜋 oppure: 

−6𝑐𝑜𝑠2𝑥 − 2 cos 𝑥 + 2 = 0:  

cos 𝑥 =
−1 − √13

6
≅ −0.77; 𝑥 è 𝑛𝑒𝑙 𝑝𝑟𝑖𝑚𝑜 𝑒 𝑛𝑒𝑙 𝑡𝑒𝑟𝑧𝑜 𝑞𝑢𝑎𝑑𝑟𝑎𝑛𝑡𝑒.   

 𝑥 = arccos(−0.77) ≅ 2.4 𝑟𝑎𝑑, 𝑐ℎ𝑒 è 𝑢𝑛 𝑣𝑎𝑙𝑜𝑟𝑒 𝑓𝑟𝑎  
𝜋

2
  𝑒 𝜋  

𝑜𝑝𝑝𝑢𝑟𝑒 𝑥 = 2𝜋 − 2.4 ≅ 3.88, 𝑐ℎ𝑒 è 𝑢𝑛 𝑣𝑎𝑙𝑜𝑟𝑒 𝑐𝑜𝑚𝑝𝑟𝑒𝑠𝑜 𝑓𝑟𝑎 𝜋  𝑒  
3

2
𝜋 
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cos 𝑥 =
−1 + √13

6
≅ 0.43, 𝑥 è 𝑛𝑒𝑙 𝑝𝑟𝑖𝑚𝑜 𝑒 𝑛𝑒𝑙 𝑞𝑢𝑎𝑟𝑡𝑜 𝑞𝑢𝑎𝑑𝑟𝑎𝑛𝑡𝑒.  

 

 𝑥 = arccos(0.43) ≅ 1.2 𝑟𝑎𝑑, 𝑐ℎ𝑒 è 𝑢𝑛 𝑣𝑎𝑙𝑜𝑟𝑒 𝑐𝑜𝑚𝑝𝑟𝑒𝑠𝑝 𝑓𝑟𝑎 0  𝑒 
𝜋

2
  

𝑒  𝑥 = 2𝜋 − 1.2 ≅ 5.08 𝑟𝑎𝑑 𝑐ℎ𝑒 è 𝑢𝑛 𝑣𝑎𝑙𝑜𝑟𝑒 𝑐𝑜𝑚𝑝𝑟𝑒𝑠𝑜  𝑐ℎ𝑒 è 𝑢𝑛 𝑣𝑎𝑙𝑜𝑟𝑒 𝑓𝑟𝑎  
3

2
𝜋  𝑒  2𝜋 . 

 

Quindi abbiamo dei punti a tangente orizzontale quando: 

 

𝑥 = 0, 𝑥 = arccos(0.43) ≅ 1.2 = 𝛼 , 𝑥 = arccos(−0.77) ≅ 2.4 𝑟𝑎𝑑 = 𝛽, 
 

𝑥 ≅ 3.88 = 𝛾, 𝑥 ≅ 5.08 = 𝛿 𝑒 𝑥 = 2𝜋 .   

 

𝑓′(𝑥) = (𝑐𝑜𝑠 𝑥 − 1)(−6𝑐𝑜𝑠2𝑥 − 2𝑐𝑜𝑠 𝑥 + 2) ≥ 0, 𝑠𝑒 − 6𝑐𝑜𝑠2𝑥 − 2𝑐𝑜𝑠 𝑥 + 2 ≤ 0 ,  
 

essendo 𝑐𝑜𝑠 𝑥 − 1 ≤ 0  𝑝𝑒𝑟 𝑜𝑔𝑛𝑖 𝑥. 

 

−6𝑐𝑜𝑠2𝑥 − 2 cos 𝑥 + 2 ≤ 0, 𝑠𝑒  3 cos2 𝑥 + cos 𝑥 − 1 ≥ 0: 
 

cos 𝑥 ≤
−1−√13

6
  𝑣𝑒𝑙 cos 𝑥 ≥ 

−1+√13

6
:  𝛽 ≤ 𝑥 ≤ 𝛾 , 0 ≤ 𝑥 ≤ 𝛼 , 𝛿 ≤ 𝑥 ≤ 2𝜋  

 

 
 

Il grafico risulta crescente per 0 < 𝑥 < 𝛼, 𝛽 < 𝑥 < 𝛾, 𝛿 < 𝑥 < 2𝜋. 

 
Il grafico risulta decrescente nella parte rimanente del dominio. 

 
Punti di minimo relativo: 𝑥 = 0, 𝑥 = 𝛽, 𝑥 = 𝛿. 
 

Punti di massimo relativo: 𝑥 = 𝛼, 𝑥 = 𝛾, 𝑥 = 2𝜋. 

 

Diamo un grafico qualitativo della funzione, trascurando lo studio della derivata 

seconda (avremo almeno un flesso fra 0 𝑒𝑑 𝛼, 𝑢𝑛𝑜 𝑓𝑟𝑎 𝛼 𝑒 𝛽, 𝑢𝑛𝑜 𝑓𝑟𝑎 𝛽 𝑒 𝛾, 𝑢𝑛𝑜 𝑓𝑟𝑎 𝛾 𝑒 𝛿  
𝑒𝑑 𝑢𝑛𝑜 𝑓𝑟𝑎 𝛿 𝑒 2𝜋 ) 
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Determinare per quale valore dell’angolo CÂB  = x la differenza tra le aree dei triangoli ABC e 

BCD risulta massima. 

 

 

Siccome   0 ≤ 𝑥 ≤
𝜋

2
 , la differenza tra le aree dei triangoli ABC e BCD risulta massima per  

 

𝑥 = 𝛼 , 𝑐𝑜𝑛  𝛼 = 𝑎𝑟𝑐𝑐𝑜𝑠 (
−1 + √13

6
) ≅ 1.2  . 

 

 

 

c) Calcolare infine l’area delimitata dalla funzione f(x) e dall’asse delle ascisse 

nell’intervallo 0, /2]. 

 

 

 

L’area richiesta si ottiene calcolando il seguente integrale: 

 

 

∫ 𝑓(𝑥)

𝜋
2

0

𝑑𝑥 = ∫ (sin 2𝑥 (1 − cos 𝑥))

𝜋
2

0

𝑑𝑥 

 

 

Calcoliamo l’integrale indefinito: 

 

∫(sin 2𝑥 (1 − cos 𝑥)) 𝑑𝑥 = 2 ∫ sin 𝑥 cos 𝑥 (1 − cos 𝑥) 𝑑𝑥 

 
Ponendo 𝑐𝑜𝑠𝑥 = 𝑡  si ha: − sin 𝑥 𝑑𝑥 = 𝑑𝑡, quindi: 
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2 ∫ −𝑡(1 − 𝑡) 𝑑𝑡 = −2 ∫(𝑡 − 𝑡2) 𝑑𝑡 = −2 (
1

2
𝑡2 −

1

3
𝑡3) + 𝑐 = −𝑡2 +

2

3
𝑡3 + 𝑐 

 

Se 𝑥 = 0, 𝑡 = 1;   𝑠𝑒 𝑥 =
𝜋

2
 , 𝑡 = 0. Quindi: 

 

 ∫ (sin 2𝑥 (1 − cos 𝑥))
𝜋

2
0

𝑑𝑥 = [−𝑡2 +
2

3
𝑡3]

1

0

= 0 − (−1 +
2

3
) =

1

3
 

 

Quindi l’area richiesta è: 

 

𝐴𝑟𝑒𝑎 =
1

3
 𝑢2 ≅ 0.33 𝑢2 
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