PROBLEMA DI OTTOBRE 2004

Indichiamo con S I'insieme dei polinomi di quarto grado P(x) tali che:
VneZ P(n)e Z e P’(n)e Z.Proveremo la seguente proposizione.

PROPOSIZIONE

P(x)e S sse P(x)= M

Dim.

+kx®+Ix2+dx+e conh,k I, deecZ e hz0

Se P(x)e S allora P(x)=ax*+bx®*+cx*+dx+e con az0 e

VneZ P(n)=an*+bn’+cn*+dn+eeZ , P(n)=4an’*+3bn*+2cn+deZ
In particolare si ha:

P0)=ee Z ;

P(0)=de Z ;

P(1)-P(-1)=2b+2de Z = 2be Z (segue dalfattochede Z );
2P(1)-4P(1)=4a+2b-2d—-4e e Z—= 4a e Z (segue dal fattoche 2b,d,e e Z)

= a=% con heZ eh=0
e 3P(1)-P(1)=c—-a+2d+3eeZ = c—-ae Z (seguedalfattoched,eec Z)

h
= c=a+I=Z +l conleZ

P(1)-2P(1)=2a+b-d-2eeZ = 2a+be Z (segue dal fattoched,eec Z)
= b=—23+k=—g +k con ke Z
Ne segue che:

Px)=ax*+bx*+cx?+dx+e = 2 X'+ (—g+ij3+ (E+Ijx2+dx+ez

2 _ 2
EW+kx3+lx2+dx+e conh,k,I,d,eeZ eh=z0

hx?(x —1)*

Viceversa sia P(x) = +kx*+Ix*+dx+e conh,k,I,d,eeZ eh=0.

Osservando che Vn e Z, noppure n —1 & pari, e quindi n? oppure (n —1)? & multiplo di 4,

hn?(n-1)*

si ha che: P(n) = +kn’+In*+dn+e e Z

Calcolando la derivata prima di P(x) si ottiene:
h (2x (x=1) +x% 2(x—1))
4

+3k x*+2Ix+d

P’(x) = +3kx2+2Ix+d =

_ hx (x=1)(2x-1)

Osservando che Vn e Z, noppure n -1 ¢& pari, si ha che:

P’(n)=hn(n_12)(2n_1)+3kn2+2In+d cZ.




