
  1/ 4 

 

www.matefilia.it 

   
 

ORDINAMENTO 2002 – SESSIONE STRAORDINARIA -  PROBLEMA 1 
 
 

 

Con riferimento a un sistema monometrico di assi cartesiani ortogonali (Oxy): 
 

 

a)  
 
scrivere l’equazione della circonferenza k con centro nel punto (8;2) e raggio 6 e 
calcolare le coordinate dei punti M ed N in cui la bisettrice b del 1° e 3° quadrante 
interseca la curva. 
 
 
 

La circonferenza ha equazione: (𝑥 − 8)2 + (𝑦 − 2)2 = 36   che diventa: 
 

𝑥2 + 𝑦2 − 16𝑥 − 4𝑦 + 32 = 0 
 
Cerchiamo le intersezioni con la bisettrice del primo e terzo quadrante: 
 

{
𝑥2 + 𝑦2 − 16𝑥 − 4𝑦 + 32 = 0

𝑦 = 𝑥
     ⟹      𝑥2 + 𝑥2 − 16𝑥 − 4𝑥 + 32 = 0 ,   2𝑥2 − 20𝑥 + 32 = 0  

 

𝑥2 − 10𝑥 + 16 = 0  che ha come radici  x=2 e x=8 .  Quindi le intersezioni sono: 
 

𝑀 = (2; 2)  𝑒𝑑   𝑁 = (8; 8). 
 
 

b)  
 
Scrivere l’equazione della parabola p avente l’asse parallelo all’asse delle ordinate, 
tangente all’asse delle ascisse in un punto del semipiano x>0 e passante per i punti M ed 
N. 
 

La parabola p è del tipo: 𝑦 = 𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐 , che, dovendo passare per M ed N deve 
essere: 
 

{
2 = 4𝑎 + 2𝑏 + 𝑐 = 0

8 = 64𝑎 + 8𝑏 + 𝑐 = 0
  ⟹    {

2 = 4𝑎 + 2𝑏 + 𝑐 = 0
6 = 60𝑎 + 6𝑏

    ⟹ {
2 = 4𝑎 + 2(1 − 10𝑎) + 𝑐

𝑏 = 1 − 10𝑎
 

 

{
𝑐 = 16𝑎

𝑏 = 1 − 10𝑎
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Quindi la parabola può essere scritta nella forma: 
 

𝑦 = 𝑎𝑥2 +(1 − 10𝑎)𝑥 + 16𝑎 ;  imponiamo la tangenza all’asse delle x: 
 
 

{
𝑦 = 𝑎𝑥2 + (1 − 10𝑎)𝑥 + 16𝑎 

𝑦 = 0
    ⟹   𝑎𝑥2 + (1 − 10𝑎)𝑥 + 16𝑎 = 0   ,   ∆= 0 ∶   

 

(1 − 10𝑎)2 − 4𝑎(16𝑎) = 0  ,    36𝑎2 − 20𝑎 + 1 = 0 ,   𝑎 =
1

2
   𝑒   𝑎 =

1

18
 . 

 

Per  𝑎 =
1

2
   𝑎𝑥2 + (1 − 10𝑎)𝑥 + 16𝑎 = 0   diventa:  

1

2
𝑥2 − 4𝑥 + 8 = 0, 𝑥2 − 8𝑥 + 16 = 0 

da cui 𝑥 = 4. 
 

Per  𝑎 =
1

18
   𝑎𝑥2 + (1 − 10𝑎)𝑥 + 16𝑎 = 0   diventa:  

1

18
𝑥2 +

4

9
𝑥 +

8

9
= 0, 𝑥2 + 8𝑥 + 16 = 0 

da cui 𝑥 = −4. 
 

La parabola richiesta è quella tangente all’asse x in x=4, che si ottiene per 𝑎 =
1

2
 ,  quindi 

la sua equazione è: 
 

𝑝:  𝑦 =
1

2
𝑥2 − 4𝑥 + 8. 

 
 

c)  
 
Calcolare l’area della regione finita di piano delimitata dalla parabola p e dalla bisettrice 
b. 
 
Rappresentiamo graficamente la parabola e la retta. 

𝑏:  𝑦 = 𝑥 ,       𝑝:  𝑦 =
1

2
𝑥2 − 4𝑥 + 8. 

 

 
 
Le due curve si intersecano per x=2 e x=8, quindi l’area è data da: 
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𝐴𝑟𝑒𝑎 = ∫ [𝑥 − (
1

2
𝑥2 − 4𝑥 + 8)] 𝑑𝑥 =

8

2

∫ (−
1

2
𝑥2 + 5𝑥 − 8) 𝑑𝑥 =

8

2

[−
1

6
𝑥3 +

5

2
𝑥2 − 8𝑥]

2

8

= 

 

= 18 𝑢2 
 
 

d)  
 

Dopo aver stabilito che la circonferenza k e la parabola p non hanno altri punti in comune 
oltre ad M ed N, calcolare le aree delle regioni in cui il cerchio delimitato da k è diviso 
dalla parabola. 
 

 
Cerchiamo le intersezioni tra la circonferenza k e la parabola p: 
 

{
𝑥2 + 𝑦2 − 16𝑥 − 4𝑦 + 32 = 0

𝑦 =
1

2
𝑥2 − 4𝑥 + 8

⟹ 

 

𝑥2 + (
1

2
𝑥2 − 4𝑥 + 8)

2

− 16𝑥 − 4 (
1

2
𝑥2 − 4𝑥 + 8) + 32 = 0  

 

(
𝑥2

2
 − 4 𝑥 + 8)

2

− 𝑥2 = 0   ,     [(
𝑥2

2
 − 4 𝑥 + 8) − 𝑥] ∙ [(

𝑥2

2
 − 4 𝑥 + 8) + 𝑥] = 

 

= (
1

2
𝑥2 − 5𝑥 + 8) ∙ (

1

2
𝑥2 − 3𝑥 + 8) = 0 , che ha come soluzioni solo x=2, x=8 (il secondo  

 
fattore non si annulla mai). 
 
Quindi la circonferenza e la parabola non hanno altri punti in comune oltre ad M ed N. 
 
Rappresentiamo nello stesso piano cartesiano la circonferenza e la parabola: 
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Calcoliamo l’area del segmento circolare MND come differenza tra il settore circolare 
MCND (pari ad un quarto del cerchio) ed il triangolo (rettangolo) MCN.  
 
Si ha: 
 

𝐴𝑟𝑒𝑎(𝑠𝑒𝑡𝑡𝑜𝑟𝑒 𝑀𝑁𝐷) =
1

4
 𝐴𝑟𝑒𝑎(𝑐𝑒𝑟𝑐ℎ𝑖𝑜) − 𝐴𝑟𝑒𝑎(𝑡𝑟𝑖𝑎𝑛𝑔𝑜𝑙𝑜 𝑀𝐶𝑁) =

1

4
(𝜋 ∙ 62) −

6 ∙ 6

2
= 

 

= (9𝜋 − 18) 𝑢2 
 
 
Quindi le due parti richieste hanno le seguenti aree: 
 
 

𝐴𝑟𝑒𝑎(𝑀𝑉𝑁𝐷) = 18 𝑢2 + (9𝜋 − 18) 𝑢2 = 9𝜋  𝑢2 = 𝐴1 
 

𝐴2 = 𝐴𝑟𝑒𝑎(𝑐𝑒𝑟𝑐ℎ𝑖𝑜) − 𝐴1 = 36 𝜋2 − 9 𝜋2 = 27 𝜋2  𝑢2 = 𝐴2 
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