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Scuole italiane all’estero (Americhe) 2004 - PROBLEMA 1

Tra i coni circolari retti inscritti in una sfera di raggio 10 cm, si determini:

1)

il cono C di volume massimo e il valore, espresso in litri, di tale volume massimo.

Sia R il raggio della sfera e indichiamo con x 'altezza
del cono VH (in figura € rappresentata una sezione del
cono inscritto nella sfera ottenuta con un piano
passante per il vertice V del cono e per la retta della
sua altezza VH). Risulta:

0<x<2R

Per il secondo teorema di Euclide si ha:

AH? =VH-HC = x(2R — x)

Il volume del cono inscritto € quindi (r raggio del cono):

1 1 1 1
V= §7rr2h = §T[AH2'VH = §7‘['X(2R —x).x = §n-x2(2R - x)

V é massimoseloé: y =x2(2R —x) = (x)?(2R — x)

Trattandosi del prodotto di due potenze la cui somma delle basi € costante (x+2R-x=2R)
€sso € massimo se le basi sono proporzionali agli esponenti, quindi:

x 2R-—x

4
E —1 ,3x—4R,x—§R

Allo stesso risultato si perviene dallo studio della derivata della funzione y = x2(2R — x)

4
z'=2x(2R—x) —x?=-3x*+4xR>0 se 3x2—4xR<0: 0 SxS§R
La funzione, continua, € quindi crescente se 0 < x < %R e decrescente se gR <x<2R:

N . . . 4
€ quindi massima se x = ER'

. . . . < . 4 4 40 .
Il cono inscritto di volume massimo € quello di altezza ER =7 10 cm = S om; il suo
volume é:

16 2 32 32000
(? z) ER=2%0R3 = mem? = 1241.123 cm?® =

1 1
A2 —
V(max)——3n x“(2R—x)==-m 3 81 a1

3
= 1,241 dm3 = 1,241 litri
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2)

Il valore approssimato, in gradi sessagesimali, dell’angolo del settore circolare che risulta
dallo sviluppo piano della superficie laterale di C.

4 . . 4 2 2
Il cono C ha altezza VH = x = 5 R eraggio di base AH = \/x(2R — x) = SR SR= “RV2

3
L’apotema AV € quindi uguale a:

16 8 24 2
AV = VH2+AH2=\/?R2+—R2=\/—R2=§R\/E

Il settore circolare sviluppo della superficie laterale del cono ha quindi raggio %Rx/@
(corrispondente all’apotema del cono) e arco lungo quanto la circonferenza di base del
cono, cioé 2m AH = 2n§R\/§ = %nR\/E : 'ampiezza in radianti del’angolo del settore
circolare & data dal rapporto tra la lunghezza dell’arco ed il raggio, quindi:

4
| 3TRV2Z 2 . ] 150° g e Q018002
a=—-—= =—T raad, ma a.:a = T. ) quindai: a- = = ——"
4 %R\/E V3 V3
Pertanto: a® = 207.846° = 207°50'46" = 208°.
\j
\
\\\
Ao |

3)

Il raggio della sfera inscritta nel cono C e la percentuale del volume del cono che essa
occupa.

% Il cono C ha raggio di base BH = 23—0\/§ cm, quindi:

/ \ AB = 4?0\/5 cm . Indicato con C il vertice del cono, I'apotema é:
\ AC = BC =22\6 . L'altezza CH & 40/3 cm.
\, Quindi il semiperimetro del triangolo ABC & p = 23—0\/5 + ?\/f
Ao Il raggio r della circonferenza inscritta in ABC (pari al raggio
\ della sfera inscritta nel cono) € dato da: r = % , essendo S
\ ! " rarea del triangolo ABC: S = BH - CH = ?\/E : 43—0 =
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= = cm
WE+INZ  20(V3+1)  3(V3+1)

= %\/7 cm?; quindi: r = % =
Il volume della sfera & quindi dato da:

4 4 40 \’
V(sfera) = §7T(Rsfera) 3 = 57’[ (m) cm3

32000
81

3

1
V(cono) = §n(Rcono) 2h = mem

Quindi:

te(seten)
V(sfera) _ 3 3(\/§ + 1)

V(cono) - 320007_[
81

=(V3-1)"=6/3-10=0392=39%:

V(sfera) = 39 % V(cono).

Con la collaborazione di Angela Santamaria
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