
  1/ 4 

 

www.matefilia.it 

   

PNI 2009 SESSIONE SUPPLETIVA  -  PROBLEMA 2 
 

 
 Si consideri la funzione:  

 

𝑓(𝑥) = 2 +
𝑎

𝑥 + 1
+

𝑏

(𝑥 + 1)2
 

 

1)  
 
Si determinino le costanti a e b in modo che risulti:  
 

∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 =
10

3
− 6𝑙𝑛

5

3

2
3

0

 

 

∫ [2 +
𝑎

𝑥 + 1
+

𝑏

(𝑥 + 1)2
] 𝑑𝑥 = [2𝑥 + 𝑎 ∙ 𝑙𝑛(𝑥 + 1) −

𝑏

𝑥 + 1
]

0

2
3

=
4

3
+ 𝑎 ∙ 𝑙𝑛

5

3
−

3𝑏

5
− (−𝑏)

2
3

0

= 

 

=
4

3
+ 𝑎 ∙ 𝑙𝑛

5

3
+

2

5
𝑏 =

10

3
− 6𝑙𝑛

5

3
    ⟹     𝑎 = −6      𝑒    

4

3
+

2

5
𝑏 =

10

3
   ⟹   𝑏 = 5   

 
Quindi risulta: 
 

𝑓(𝑥) = 2 −
6

𝑥 + 1
+

5

(𝑥 + 1)2
=

2𝑥2 − 2𝑥 + 1 

(𝑥 + 1)2
 

 
2)  
 
Si studi la funzione così ottenuta e se ne tracci il 𝛾 .  
 

𝑓(𝑥) = 2 −
6

𝑥 + 1
+

5

(𝑥 + 1)2
=

2𝑥2 − 2𝑥 + 1 

(𝑥 + 1)2
 

 
Dominio:   −∞ < 𝑥 < −1  ,   − 1 < 𝑥 <+∞ 
 
Simmetrie notevoli:  
 
Visto il dominio, la funzione non può essere né pari né dispari. 
 
Intersezioni con gli assi cartesiani:  
     

Se 𝑥 = 0,     𝑦 = 1 .   Se 𝑦 = 0,     2𝑥2 − 2𝑥 + 1 = 0:  ∆< 0, ∄𝑥 
 



  2/ 4 

 
Segno della funzione: 
 

𝑦 > 0   𝑠𝑒  
2𝑥2−2𝑥+1 

(𝑥+1)2
> 0     ⟹    ∀𝑥  𝑑𝑒𝑙 𝑑𝑜𝑚𝑖𝑛𝑖𝑜  

 
Limiti:   
 

lim𝑥→±∞
2𝑥2−2𝑥+1 

(𝑥+1)2 = lim𝑥→−∞
2𝑥2−2𝑥+1 

𝑥2+2𝑥+1
= lim𝑥→−∞

2𝑥2 

𝑥2 = 2 :  𝑦 = 2 asintoto orizzontale. 

 

lim𝑥→(−1)±
2𝑥2−2𝑥+1 

(𝑥+1)2 = +∞  :   𝑥 = −1   asintoto verticale. 

 
Derivata prima:   
 

𝑦′ =
6𝑥−4

(𝑥+1)3 > 0  𝑠𝑒 𝑥 < −1    𝑜𝑟     𝑥 >
2

3
:  la funzione è crescente in  −∞ < 𝑥 < −1   e     

2

3
< 𝑥 < +∞ , decrescente in  −1 < 𝑥 <

2

3
  . 

 

𝑥 =
2

3
    punto di minimo relativo (e assoluto), con valore 𝑓 (

2

3
) =

1

5
 

 
Derivata seconda:    
 

𝑦′′ =
6(3−2𝑥)

(𝑥2+1)4 ≥ 0  se   𝑥 ≤
3

2
   ⟹  𝑐𝑜𝑛𝑐𝑎𝑣𝑖𝑡à 𝑣𝑒𝑟𝑠𝑜 𝑙′𝑎𝑙𝑡𝑜𝑠𝑒 𝑥 <

3

2
 , 𝑣𝑒𝑟𝑠𝑜 𝑖𝑙 𝑏𝑎𝑠𝑠𝑜 𝑠𝑒 𝑥 >

3

2
  

 

Flesso per   𝑥 =
3

2
 ,  con ordinata 𝑓 (

3

2
) =

2

5
 

 
Il grafico della funzione è il seguente:  
 
 
 

 
 
 



  3/ 4 

 

3)  
 
Si conduca la tangente a 𝛾 nel punto di ascissa  𝑥 = 0  e si calcoli l’area del triangolo che 

essa determina con i due asintoti.  
 

 
 

 
Il di ascissa 0 è  B = (0; 1). Siccome  𝑓′(1) = −4 , la tangente in B ha equazione: 
 

𝑦 − 1 = −4(𝑥 − 0)        ⟹      𝑦 = −4𝑥 + 1 
 
Cerchiamo le intersezioni con gli asintoti. 
 

Se 𝑥 = −1,   𝑦 = 5:  𝐶 = (−1; 5)  se 𝑦 = 2 ,    𝑥 = −
1

4
 :    𝐷 = (−

1

4
; 2) ;  𝐸 = (−1; 2) 

 

𝐴(𝐶𝐷𝐸) =
𝐸𝐷 ∙ 𝐸𝐶

2
=

(−
1
4 + 1) (5 − 2)

2
=

9

8
  𝑢2  

 
 

4)  
 
La retta  𝑦 = 𝑘  incontri 𝛾 in due punti di ascissa 𝑥1   𝑒   𝑥2 . Si esprimano, in funzione di k, 
la somma e il prodotto di tali ascisse. Si dimostri che la quantità 
 

𝑆 =
1

𝑥1 + 1
+

1

𝑥2 + 1
 

 
è indipendente dal valore di k e se ne calcoli il valore.  
 
 
Cerchiamo le intersezioni tra la curva e la retta: 
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{

𝑦 = 𝑘

𝑦 =
2𝑥2 − 2𝑥 + 1 

(𝑥 + 1)2

     ⟹  
2𝑥2 − 2𝑥 + 1 

(𝑥 + 1)2
= 𝑘    ⟹    2𝑥2 − 2𝑥 + 1 = 𝑘(𝑥2 + 2𝑥 + 1) 

 
(2 − 𝑘)𝑥2 − 2(1 + 𝑘)𝑥 + 1 − 𝑘 = 0 . 

 
Notiamo che affinché ci siano due intersezioni deve essere 𝑘 ≠ 2. 
 
Calcoliamo la somma ed il prodotto delle radici: 
 

𝑥1 + 𝑥2 = −
𝑏

𝑎
=

2(1 + 𝑘)

2 − 𝑘
=

2 + 2𝑘

2 − 𝑘
 

 

𝑥1 ∙ 𝑥2 =
𝑐

𝑎
=

1 − 𝑘
2 − 𝑘

 

 
 
 

 
 

 
Calcoliamo ora la quantità S richiesta e verifichiamo che non dipende da k: 

 

𝑆 =
1

𝑥1 + 1
+

1

𝑥2 + 1
=

𝑥2 + 1 + 𝑥1 + 1

(𝑥1 + 1)(𝑥2 + 1)
=

𝑥2 + 𝑥1 + 2

𝑥1 ∙ 𝑥2 + 𝑥1 + 𝑥2 + 1
=

2 + 2𝑘
2 − 𝑘

+ 2

1 − 𝑘
2 − 𝑘

+
2 + 2𝑘
2 − 𝑘

+ 1

= 

 

=
2+2𝑘+4−2𝑘

1−𝑘+2+2𝑘+2−𝑘
=

6

5
   ,      ∀𝑘 . 

 

Quindi  𝑆 =
1

𝑥1+1
+

1

𝑥2+1
=

6

5
    per ogni valore di k. 
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