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LICEO DELLA COMUNICAZIONE 2014 – SESSIONE STRAORDINARIA   
PROBLEMA 1 

 
 
Sia f la funzione definita da: 

𝑓(𝑥) =
𝑥

𝑥2 − 4
 

 

1)  
 

Si studi f e se ne tracci il grafico 𝛾 su un piano riferito ad un sistema di assi cartesiani 

ortogonali 𝑂𝑥𝑦. 
 

𝑓(𝑥) =
𝑥

𝑥2 − 4
 

 
Dominio:  𝑥 ≠ ±2   ⟹     −∞ < 𝑥 < −2,    − 2 < 𝑥 < 2,      2 < 𝑥 < +∞ 

 
Simmetrie notevoli: f(-x) =  - f(x), quindi la funzione è dispari (grafico simmetrico rispetto 
all’origine). 
 
Intersezioni con gli assi cartesiani: il grafico interseca gli assi cartesiani in O=(0;0) 
 

Segno della funzione:   
𝑥

𝑥2−4
> 0   𝑠𝑒 − 2 < 𝑥 < 0    𝑒    𝑥 > 2 

Limiti:   
 

lim𝑥→±∞  (
𝑥

𝑥2−4
) = 0±     (𝑦 = 0 asintoto orizzontale) 

 

lim
𝑥→2±

 (
𝑥

𝑥2−4
) = ±∞        (𝑥 = 2  asintoto verticale) 

 

lim
𝑥→(−2)±

 (
𝑥

𝑥2−4
) = ±∞    (𝑥 = −2  asintoto verticale) 

 
Non ci sono asintoti obliqui. 
 
Derivata prima:   
 

𝑓′(𝑥) =
−𝑥4−4

(𝑥2−4)2
≥ 0  MAI 

 
Quindi la funzione è sempre decrescente: 
 

𝑖𝑛  − ∞ < 𝑥 < −2,   𝑖𝑛  − 2 < 𝑥 < 2,    𝑖𝑛    2 < 𝑥 < +∞ 
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Derivata seconda:   
 

 
 
𝑓′′(𝑥) ≥ 0  se   

𝑥

𝑥2−4
≥ 0,   cioè dove la funzione è positiva; flesso nell’origine. 

  

Il grafico 𝛾 della funzione è il seguente: 
 

 
 

 

2)  
 

Si scriva l’equazione della retta 𝑡 tangente a 𝛾 nel punto di flesso. Detti A e B i due punti 

della curva (distinti dal punto di flesso), nei quali la tangente è parallela a 𝑡 , si scriva 
l’equazione della retta AB e si determini in gradi e primi (sessagesimali) l’ampiezza 

dell’angolo acuto 𝛼 da essa formato con 𝑡 . 
 

Il coefficiente angolare nel punto di flesso O=(0;0) è  𝑓′(0) = −
1

4
 , quindi: 

𝑡:   𝑦 = −
1

4
𝑥 

 

Cerchiamo i punti di 𝛾  in cui la tangente e parallela a t. 
 

𝑓′(𝑥) = −
1

4
    ⟹     

−𝑥4 − 4

(𝑥2 − 4)2
= −

1

4
     ⟹ ⋯  ⟹   𝑥 = ±2√3  

Quindi: 

𝐴 = (−2√3; −
√3

4
),   𝐵 = (2√3;

√3

4
) 

 
Scriviamo ora l’equazione della retta AB; tale retta coincide con la retta per O ed A, 
poiché A e B sono simmetrici rispetto all’origine degli assi. 

𝑚(𝑂𝐴) =
√3

4

2√3
=

1

8
    ⟹     𝑟𝑒𝑡𝑡𝑎 𝐴𝐵:   𝑦 =

1

8
𝑥 
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Determiniamo l’ampiezza dell’angolo acuto α  che la retta 𝐴𝐵 forma con la retta  t . 
 

𝑚(𝐴𝐵) =
1

8
          𝑚(𝑡) = −

1

4
        quindi: 

 

𝒕𝒈 𝜶 = |
𝑚(𝐴𝐵) − 𝑚(𝑡)

1 + 𝑚(𝐴𝐵) ∙ 𝑚(𝑡)
| = |

1
8 +

1
4

1 −
1

32

| =
3

8
∙

32

31
=

𝟏𝟐

𝟑𝟏
     ⟹      𝛼 = 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔 (

12

31
) ≅ 0.369 𝑟𝑎𝑑 

 

𝜶 = 𝟎. 𝟑𝟔𝟗 𝒓𝒂𝒅 = 𝟐𝟏. 𝟏𝟔° = 𝟐𝟏°𝟎𝟗′ 
 
 

3)  
 
Si verifichi che per la funzione 𝑓(𝑥) nell’intervallo −1 ≤ 𝑥 ≤ 1 vale il teorema di Lagrange, 

mentre nell’intervallo −1 ≤ 𝑥 ≤ 4  non vale il teorema di Rolle e se ne spieghino le 
ragioni.  

 

𝑓(𝑥) =
𝑥

𝑥2 − 4
 

 
Verifichiamo che la funzione soddisfa le ipotesi del teorema di Lagrange nell’intervallo 

−1 ≤ 𝑥 ≤ 1. 
a) La funzione è continua su tutto l’intervallo (è discontinua solo in -2 e 2). 

b) La funzione è derivabile nell’intervallo aperto   −1 < 𝑥 < 1 (non lo è solo in -2 e 2). 

c) Esiste, quindi, almeno un punto c, nell’intervallo −1 < 𝑥 < 1 per cui: 

𝑓′(𝑐) =
𝑓(𝑏) − 𝑓(𝑎)

𝑏 − 𝑎
=

𝑓(1) − 𝑓(−1)

1 − (−1)
 

 
Verifichiamo che la funzione non soddisfa le ipotesi del teorema di Rolle nell’intervallo 

−1 ≤ 𝑥 ≤ 4. 
a) La funzione non è continua nell’intervallo dato, poiché non lo è in 𝑥 = 2, quindi non 

vale il teorema di Rolle in −1 ≤ 𝑥 ≤ 4. 
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4)  
 

Si calcoli l’area della parte finita di piano compresa tra la curva 𝛾 l’asse x e le rette di 
equazione 𝑥 = 3 e 𝑥 =  4. 
 

La superficie Σ è la seguente: 
 

 
 

 

 

La sua area si ottiene calcolando il seguente integrale: 
 

𝑨(𝚺) = ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 =
4

3

∫ (
𝑥

𝑥2 − 4
) 𝑑𝑥

4

3

 

 

Calcoliamo una primitiva di      𝑓(𝑥) =
𝑥

𝑥2−4
. 

 
𝑥

𝑥2 − 4
=

𝑎

𝑥 − 2
+

𝑏

𝑥 + 2
=

𝑎(𝑥 + 2) + 𝑏(𝑥 − 2)

𝑥2 − 4
=

(𝑎 + 𝑏)𝑥 + 2𝑎 − 2𝑏

𝑥2 − 4
 

 

Quindi, per ogni x, deve essere: 𝑥 = (𝑎 + 𝑏)𝑥 + 2𝑎 − 2𝑏, da cui:  

{
𝑎 + 𝑏 = 1

2𝑎 − 2𝑏 = 0
    ⟹    {

2𝑎 = 1
𝑎 = 𝑏

  ⟹   {
𝑎 =

1

2

𝑏 =
1

2

    

 

∫ (
𝑥

𝑥2 − 4
) 𝑑𝑥 = (

1
2

𝑥 − 2
+

1
2

𝑥 + 2
) 𝑑𝑥 =

1

2
𝑙𝑛|𝑥 − 2| +

1

2
ln|𝑥 + 2| + 𝑘 =

1

2
𝑙𝑛|𝑥2 − 4| + 𝑘 

 

𝑨(𝚺) = ∫ (
𝑥

𝑥2 − 4
) 𝑑𝑥

4

3

= [
1

2
𝑙𝑛|𝑥2 − 4|]

3

4

=
1

2
ln(12) −

1

2
ln(5) =

1

2
𝑙𝑛 (

12

5
) ≅ 𝟎. 𝟒𝟒 𝒖𝟐 
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