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LICEO SCIENTIFICO STRAORDINARIA 2023 - PROBLEMA 1

Si consideri la famiglia di funzione f,,(x) = 2 — % + xin conneNe n>1.

a)

Verificare che tutte le curve rappresentate dalle funzioni della famiglia f,,(x) passano per uno
stesso punto e scrivere le sue coordinate. Determinare, in funzione del parametro n, le

ascisse degli estremi e dei flessi e calcolarne il limite, con n—oo. Scrivere le equazioni degli
asintoti e tracciare i grafici delle funzioni f,, , evidenziando le differenze tra i casi incuine
pari da quelli in cui n ¢ dispari.

y=fn(x)=2—%+xin conneNe n>1

Con n=2 abbiamo: y = 2 — % + % econn=3:y=2— % + % . Intersechiamo queste due curve:

3 3
y=2—;+x—z 3 3 3 3 3 3 .
5 :>2—;+—2=2— t3, ta=ta, x=1, quindi:y=2
y:2——+—3
X X

Verifichiamo che il punto (1; 2) appartiene a tutte le curve:

3 3 s .
2=2 —I+1—n , 2=72: verificato per ognin.
Quindi tutte le curve passano per il punto di coordinate (1;2).

Cerchiamo le ascisse degli estremi e dei flessi delle curve in funzione di n.

_5 3+ 3
Y= x x"

Dominio: x # 0 (per tali valori la generica funzione é continua e derivabile due volte, quindi nelle ascisse
degli estremi si deve annullare la derivata prima e nelle ascisse dei flessi la derivata seconda).

yl:F_x_"*'l:O' x"1—n=0 x"1=n

x"1l-n T . — - -
y'20, —57=0; senédispariy’ >0 se x™ 1—n>0,x<-"Vnvel x=>""Vn:

—""Vn 0 "An
N + - - +
D + + + +
y’ + - - +
M m
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Quindi per n dispari la funzione cresce se x < —""A/n, decresce per =" \Vn < x < 0 e per
0 < x < ""A/n, cresce per x > ""3/n . Percid x = —""/n & punto di massimo relativo e x = ""V/n & punto
di minimo relativo.
., x"1_n n-1 .\
Pernpariy’ >0, —~>0perx<0 e per x> Vn percio:

la funzione cresce se x < 0, decresce per 0 < x < ""A\/n e cresce per x > ""\/n .Pertanto x = ""\/n &
punto di minimo relativo.

0 "n
N - - +
D - + +
y’ + - +
A m

Riepilogando:
se n @ pari un estremo per x = ""3/n (minimo relativo)

se n & dispari abbiamo due estremi di ascisse: x = —""/n (punto di massimo relativo) e x = ""A/n (punto
di minimo relativo).

Calcoliamo i limiti richiesti:
. . n—-1 . S . = . L]nn . (ln—n)
Per npari: lim ""3/n = lim (nn—1):F.I 0?% lim(e)"™* = lim(e)n1 " = lim e\n-1) =% =1
n—-o0o n—-oo n—-oo n—-oo n—-oo

(ricordiamo che n — 1 & infinito di ordine superiore rispetto aInn )
Per n dispari: lim (+""3/n) = 1 (i passaggi sono uguali a quelli fatti per n pari).
n—oo

6 3n(n+1)

nn+1
=0, —-2"YH+nnr+1)=0  x"'= nn+ 1)

2

" _
x3 xnt+2

—2(x" 1) +n(n+1)

y'20 se ———5——2=0; senépariy” > 0per 2" H+nn+1)=>0: xsn_lfn(”T“)

(con x # 0) percio x = nﬂ/@ e punto di flesso:

0 n-1 ’n(n+ 1)
2

y99 + | + | -

A F

N - .. N .. -1 -1
Se ne dispari il numeratore é positivo per =" /@ <x<" /@

. ; X . - —1, 1
ed il denominatore & positivo per x > 0 percio y’' > 0 se x < =" n(n2+ ) e per

0<x<n_1/@:

_n1 n(n+1) 0 n-1|n(n+1)
2 2

N - + + -

D - - + +

y 929 + - + -
F, 2 F,
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. s , —1f 1 —1, 1 .
Pertanto il grafico volge la concavita verso I’alto se x < =" n(n; ) e 0<x< n(n; ) e verso il
-1 -1 a -1 .« g
basso se — /@ <x<0ex>" @ sperciox = + /@ sono punti di flesso.

Riepilogando:

N - - n—-1 +1
se n & pari abbiamo un flesso per x = f%

se n é dispari abbiamo due flessi di ascisse: x = in_lf@

Calcoliamo ora limiti richiesti:
1

1 =
. .. n-1 +1 . nn+1)n- . n(+in-1 . 1)
Pernpari: lim " |20 = Jim (22401 B 1 oo0: im ()™ 2 = lim(e)ni™ 2z =
n—-oo 2 n—oo 2 n—oo n—oo
(lnn(nz+1)>
lime\ "' /=¢%=

n—-oo

(n—1 e infinito di ordine superiore rispetto a In nnt1)

)
Per n dispari: lim <in_1/@> = +1 (i passaggi sono uguali a quelli fatti per n pari).
n—oo

Cerchiamo ora gli asintoti

. . 3, 3 . . . .
Siccome ler (2 --t x_") = 2, tutte le curve hanno I’asintoto orizzontale di equazione y = 2.
X—xT

Non ci sono quindi asintoti obliqui.

Cerchiamo gli eventuali asintoti verticali:

. 3. 3 : : :
lim (2 ——+ —) =1lim(R2 -3x"1+3x™ 1) =1lim@2 -3x"1 +3x™) = lim(3x™) = o
x-0 x x" x-0 x—0 x-0

(siccome —n < —1 per ogni n,essendo n > 1, x™" & infinito di ordine superiore rispetto a x~* per x - 0).
In particolare, per n pari sia il limite destro che il limite sinistro per x — 0 & +oo, se n ¢ dispari il limite destro & +oo,
quello sinistro —oo .

Tutte le curve hanno 1’asintoto verticale di equazione x = 0.

Quanto ricavato sul dominio, sugli estremi, sui flessi e sugli asintoti ci permette di tracciare un grafico qualitativo
delle funzioni.

Grafico delle funzioni per n pari (per esempio n=2):
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Grafico per n dispari (per esempio n=3):

n dispari

b)

Si assuma 7z=3, studiare la funzione f;(x) e tracciare un suo grafico rappresentativo,
dimostrando che ammette un unico zero di segno negativo. Discutere, al variare del

parametro k € R, il numero e il segno delle soluzioni dell’equazione f3(x) = k.

Per n=3 si ha:
_, 3.3
y= x  x3
Sfruttando quanto abbiamo gia detto nel caso generale abbiamo:

Dominio: x = 0

lim (2 - % + %) = 2: asintoto orizzontale di equazione y = 2.

x—+oco

Non ci sono quindi asintoti obliqui.

La funzione cresce se x < — /3, decresce per — V3 <x <0 e per
0 < x < /3, cresce per x > /3. Percid x = \/_ & punto di massimo relativo e x = /3 & punto di

minimo relativo (ordlznata del massimo: 2 + A 3{ =2+—= f , ordinata del minimo
2-5+35=2" )

In base a quanto visto nel caso generale, con n=3 abbiamo: il grafico volge la concavita verso ’alto se

x<—+v6e 0<x< V6 eversoilbassose — V6 <x <0 e x> 6 percid x = + /6 sono punti di
flesso, con ordinate rispettivamente:

Sex—\/_ y—2 T+Wg=2—ﬁ§098
_ 3_3 _ S~
sex=—V6,y= 2+ - =2+52=302
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Il grafico della funzione in oggetto é quindi il seguente:

Notiamo che il grafico taglia I’asintoto orizzontale in due punti; troviamone le ascisse:

3 3 3 3 )
2——+—3:2, —3:—,X :1IX:i1.

x X x3  x
Il grafico della funzione taglia I’asse delle x in un solo punto (di ascissa negativa, compresa fra -1 e 0),
quindi la funzione ha un unico zero di segno negativo.

Discutiamo il numero ed il segno delle soluzioni dell’equazione f3(x) = k.

Cio equivale a studiare il numero ed il segno delle ascisse dei punti di intersezione fra i grafici delle
funzioni di equazioni y = f;(x) ed y = k (rette parallele all'asse x).

Osservando il grafico di y = f3(x) e ricordando che I’ordinata del massimo relativo ¢ 2 + % e quella del

minimo relativo 2 — % , si deduce che I’equazione f3(x) = k ha:

- 1soluzione (negativa) per k < 2 — Z

V3
- 1soluzione negativa ed una positiva (doppia) per k = 2 — %
- 3soluzioni (una negativa ed una positiva) per 2 — % <x<2

- 2 soluzioni (una negativa e due positive) per k = 2

- 3soluzioni (due negative ed una positiva) per 2 < k < 2 + %
- 1soluzione negativa (doppia) ed una positiva per k = 2 + %

. .- 2
- 1soluzione positiva per k > 2 + 7
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¢)

Si consideri la funzione g(x) = 2 —z e verificare che, vVx > 0, vale la disuguaglianza

fn(x) > g(x) indipendentemente dal valore di 7. Si consideri ['integrale

t
1) = f (fu0) — g(0) dx
1

che esprime [’area della regione delimitata dai grafici delle funzioni f, e g e dalle rette di

equazionix =1lex =t, t > 1.Sicalcolino A2) e il tlizrn I(t), fornendo

un’interpretazione geometrica del risultato ottenuto.

Verifichiamo che f,,(x) > g(x) Vx > 0 indipendentemente dal valore di n.

3 3 3 3
2——+—>2—-——, — >0 Vx>0 indipendentemente dan: c.v.d.
x x" x x™

Calcoliamo ora il seguente integrale:

1) = j:(fn(x) — g@0)dx = f:(z 22 —;)>dx - f:(xi) dx = f:(3x-n) dx =

3x—n+1 t 3t—n+1
—n+1]1=—n+1_—n+

-= 1)

) 3¢+l 3 3 .
lim = = lim I(t)

toto\—n+1 —n+1 n—1 to+eo

Significato geometrico di tale limite: rappresenta 1’area (finita per ogni n>1) della regione aperta (con
x>1) delimitata dai grafici delle due funzioni e dalla retta di equazione x = 1.

d)

. f, -2
Calcolare il lim 2®=2
x—00 g(X)—2

e verificare che il risultato non dipendedan € N,n > 1.

3,3 3,3 3

. fa(x)-2 . 2=—t—2 . —otw . - . fa(x)-2
lim 272 _ iy T g A iy T2 = 1 = Jim 272
x—w g(X)—2  x-o0 2 -2 x—00 = x—+00 —= x—oo g(x)—2

(N.B. Per x - oo xin e infinitesimo di ordine superiore rispetto a —% , essendo n>1).

Con la collaborazione di Angela Santamaria
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